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Résumeé.

Cet article présente une vision d’ensemble de la place qu’occupe l’informatique dans la science
mathématique. Aprés avoir donné quelques éléments de réflexion sur I’échange et la diffusion des
connaissances, les notations, nous nous concentrons sur les outils électroniques mis a la disposition des
mathématiciens pour découvrir, comprendre, défricher, prouver leurs résultats. Ceci passe par les
logiciels de plus en plus évolués et se paracheve dans I'Intelligence Artificielle qui permet d’organiser
la connaissance sur un sujet, son état d’avancement, et d’infirmer ou de confirmer des points de
recherche, et parfois méme de démontrer en toute rigueur de nouveaux théoremes. Nous abordons les
réseaux de neurones et les présentons comme un chapitre trés particulier de la théorie des systemes
dynamiques a temps discret ou continu. Les modeéles en question ont des applications a la reconnaissance
des formes et des concepts, ainsi qu’a l’apprentissage, et ceci est évidemment sous-jacent a la question
des preuves faites par ordinateur.

Mots-clés : Algorithmes, Réseaux neuronaux
Abstract.

This article presents an overview of the role of information technology in mathematical science.
Following a consideration of the exchange and dissemination of knowledge and notations, the focus will
now turn to the electronic tools available to mathematicians to discover, understand, explore and prove
their results. This process involves the use of increasingly sophisticated software, which ultimately leads
to the development of artificial intelligence. This technology enables the organisation of knowledge on a
subject, the monitoring of its progress, and the refutation or confirmation of research findings. In some
cases, it can even provide rigorous proof for new theorems. In this chapter, we provide a comprehensive
overview of neural networks, positioning them as a distinct component within the broader framework of
discrete and continuous dynamic systems. The models in question have applications in pattern and
concept recognition, as well as learning, and this is clearly the underlying issue with regard to computer-
generated proofs.
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1. Quelques réflexions sur intelligence pratique et I’intelligence artificielle.

Le mot intelligence désigne tantdt une certaine catégorie d’actes, les actes intelligents que 1’on
oppose aux actes instinctifs et automatiques, tantot la faculté de connaitre et de comprendre, et
tantot le rendement du mécanisme mental, avec, en ce cas, le présupposé qu’on puisse dire de
ceci que c’est plus intelligent que cela. La question de la mesure de I’intelligence chez les
humains est du ressort de la psychotechnique. Mais qu’en est-il de la mesure de la qualité des
méthodes, du rendement des algorithmes ou des machines qui sont asservies aux humains pour
accomplir des actes intelligents ? Bien longtemps, philosophes et psychologues n’ont guére
connu qu’une seule sorte d’intelligence. S’exercant grice au langage ', [D’intelligence
conceptuelle, logique, se définit comme une possibilité d’abstraction, d’application de notions
abstraites ou de méthodes générales, aux choses et aux événements. Et puis, d’autre part, un
comportement intelligent se manifeste chez les animaux supérieurs, qui croit grace a la mémoire
associative, et peut ainsi les éduquer et les amener a une certaine variabilit¢ de comportement.
On retrouve 1a les ingrédients de 1’Intelligence artificielle des ordinateurs, qui s’accroit dans
I’exercice de son développement controlé par les humains, ou en interaction avec eux. Mais a
ces deux formes de I’intelligence s’ajoute une troisieme connue sous le nom d’intelligence
pratique. Elle a été tres bien décrite depuis Henri Bergson, qui en a formulé le concept sous-
jacent, par différents auteurs, comme Lévy-Bruhl, Louis Weber, P. Janet, etc. La plus jolie
définition est sans conteste celle donnée par le Dr Charles Blondel®. « L’intelligence pratique
répond a la capacité que possede plus ou moins chaque cerveau de prendre !’initiative de
réactions dont 1’opportunité doit sa perfection, non pas a I’accumulation d’essais et d’erreurs,
mais a la concentration et a la mise au point immédiates de la totalité de I’expérience ».

L’intelligence conceptuelle, basée sur les mots, s’en amuse et transite dans le lexique comme si
elle suivait un chemin peu ou prou aléatoire, au fil des idées, ou de fil en aiguille. Pour le
mathématicien, apparaissent ainsi d’emblée les graphes topologiques, les chaines de Markov,
et les questions combinatoires liées aux transitions dans ces graphes. Pour I’informaticien, ces
graphes préludent déja aux couches d’abstraction qu’il reconnaitra dans les graphes neuronaux
lors des phases d’apprentissage. Prenons I’exemple des associations d’idées pouvant surgir avec
comme premier terme le mot marteau. Les associations d’idées aménent immanquablement les
mots suivants : bois, arbre, plante, outil, travail, fer, métaux, cogner, clous, chevilles, forger,
feu, foyer, et d’autres surgiront.

! René Descartes affirmait ainsi que les bétes ne pensent pas, parce qu’elles ne parlent pas.

2 De sa citation initiale [Charles Blondel, Introduction a la Psychologie collective], nous avons retiré
certains mots trop spécifiques aux espéces vivantes afin que la définition décrive aussi I’intelligence
artificielle.
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Le graphe ci-dessus est simple, non orienté, non valué, et chaque longueur de chemin issu, par
exemple, de la racine “marteau” donne la longueur de la couche d’abstraction qu’un neurone
formera pour parvenir au mot au terme de ce chemin. Etant connexe, ce graphe permet aussi
d’obtenir une matrice des cofts, autrement dit des longueurs de chemins entre deux quelconques
de ses sommets. On se gardera de croire que cette mesure de la parenté entre des mots connectés
soit univoque, puisqu’elle est fondamentalement liée aux niveaux des couches d’abstraction
ayant amené¢ la réflexion ou I’apprentissage au nouveau mot.

2. Quelques points de repére historiques.

Lorsqu’on observe 1’évolution de la pratique ou de la démarche mathématique en quelques
centaines d’années, on doit distinguer plusieurs grandes ¢res. La premiere qui part de I’antiquité
et s’arréte avant I’époque de Jerolimo Cardano, de Francois Viete, de Blaise Pascal est celle
d’une réflexion mathématique riche et inventive, mais avec un langage mathématique trop
incommode. On sait toutes les peines qu’éprouverent de hauts génies, comme Archimede et
Euclide, Claude Ptolémée, puis, bien plus tard, Johannes Kepler, a formuler leurs résultats et
leurs découvertes'. Au XVIle et au XVIIle siécle, de précieuses maniéres d’écrire les concepts
nouveaux et de transmettre les résultats, les calculs, sont imaginées. C’est ainsi qu’on voit
apparaitre les notations appropriées pour les équations polynomiales?, les courbes algébriques,
le calcul différentiel et intégral®. Certains savants furent plutot isolés et ne furent pas instruits
de ces fondements précieux du langage mathématique. Néanmoins, il s’ensuivit un
développement remarquable des différents chapitres de cet age classique. Surgirent aussi des

' On notera qu’entre la premiére notion de I’angle, associée étroitement au théoréme de Thalés, et
I’enfance de la trigonométrie, due a Ptolémée, s’écoulent huit siécles.

2 On doit les notations modernes a Desargues, ingénieur au service du cardinal de Richelieu.

3 Elles apparaissent sous la plume de Isaac Newton en 1687.
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querelles de priorité. Les découvertes sont datées, on connait moult situations dans lesquelles
tel chercheur réinvente une découverte déja faite ailleurs ; tel est le sort de beaucoup de
découvertes dans le calcul infinitésimal. Lire les ceuvres mathématiques des maitres de ce temps,
celles de René Descartes ou de Pierre de Fermat ou de Blaise Pascal est un travail délicat
aujourd’hui encore!'.

Cette vaste période, cet age de jeunesse du savoir mathématique, voit apparaitre quelques
savants qui s’épanouissent dans les calculs. On songe bien sir a Archiméde et sa méthode
d’approximation? de 7, qu’on reverra dans la section suivante. Et I’on ne saurait trop souligner
I’importance méthodologique et historique des calculs précis faits par les astronomes,
particuliérement Claude Ptolémée, Tycho Brahé, puis surtout Johannes Kepler®.

Quand bien méme 1’dge d’or, qui voit apparaitre Isaac Newton, Pierre-Simon de Laplace,
Joseph Louis Lagrange, Léonard Euler, Adrien Marie Legendre, Carl-Friedriech Gauss, ne peut
nullement étre comparé par la richesse des découvertes et des nouveaux pans des sciences
exactes a la période d’avant, que domine de toute sa splendeur Newton, les nouveaux géometres
qui apparaissent presque apres la disparition de Newton poursuivent et enrichissent le langage,
les formalismes, et ouvrent de nouveaux horizons. Deux si¢cles aprés leur publication, les
ceuvres des génies de cette époque se lisent avec profit et intelligibilité, une fois traduites en
langue vernaculaire, comme, par exemple les « Disquisitonaes Arithmeticae » de Gauss, et les
« Principia Mathematicae » de Newton*, ou encore les ceuvres de Lagrange, de Legendre, de
Laplace.

Vient alors une époque qui commence avec la diffusion systématique et réguliére des journaux
savants, grace auxquels les découvertes sont partagées, les avancées et les progrés deviennent
connus, et cette époque est bouleversée au sortir de la Seconde Guerre mondiale. En effet, avec
la science informatique naissante, et en vue des applications principales de celle-ci, vont
apparaitre non moins de trois révolutions dans la pratique de la mathématique. Décrivons la
premiére en peu de mots : c’est, depuis les années 1970, un accroissement de la diffusion de la
science par I’internet, par les groupes de discussion, puis les sites internet des universités, puis
les serveurs de préprints. La seconde transformation, nous la décrirons avec trés peu de mots
également, ¢’est la méthode expérimentale en mathématiques’, et une forme d’expérimentation

! Ainsi, ces écrits ont moins bien vieilli que leurs ceuvres philosophiques, religicuses ou poétiques.

2 En 1424, le calcul de 7 avec 16 décimales par Ghiyath al-Kashi est fait grace a la méthode des polygones
inscrits d’ Archimede.

3 Ces calculs tiennent une place considérable dans la rédaction de ses deux opus majeurs, ceci cela.

4 On doit citer cependant que la compréhension de leur contenu peut étre délicate. Ainsi, le physicien
Richard Feynman (prix Nobel) a écrit un petit opuscule pour rendre explicite la preuve par Newton de sa
loi de la gravitation universelle.

3 Celle-ci transforme radicalement la combinatoire et la géométrie “computationnelle”. Elle modifie en
profondeur I’arithmétique, 1’algébre commutative, mais ne semble pas altérer certains chapitres comme
la géométrie riemannienne.
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informatique que pratiquent aussi les physiciens!, astronomes?, puis, dorénavant, les chimistes,
les biologistes et les médecins®.

La troisiéme révolution est plus récente et concerne les possibles modes d’expressions et de
communications scientifiques grace au réseau internet. D’une certaine maniére, les deux sujets
décrits auparavant sont simplement des ancétres de I’intelligence artificielle, car 1’étre humain
est aidé remarquablement par les moteurs de recherche ou les logiciels de calcul formel ; en peu
de mots, c’est sa propre intelligence qui manceuvre I’ordinateur, le guide dans ses calculs
programmatiques, et trie I’information qu’il regoit, et est donnée en vrac le plus souvent. Or, la
période actuelle est tout autre. L’apparition de logiciels de calcul scientifique, d’une part, ou de
logiciels spécialisés de calcul formel ou symbolique, d’autre part, peut étre considérée comme
une premicre phase historique dans I’aide qu’apporte I'intelligence artificielle a la réflexion
mathématique.

Dans les trois paragraphes suivants, nous visitons, sans nul souci d’exhaustivité, trois
panoramas d’activités que 1’informatique a irrigués sur la plaine mathématique. Tout d’abord,
le passage du calcul manuel au calcul formel, qui est I’apparition d’outils de plus en plus
perfectionnés, au service de I’expérimentation. Ensuite, la possibilité que les logiciels apportent
des preuves réelles, voire complétes, de vérités que 1’homme ne peut saisir dans leur
intégralité. Et puis, ’intelligence artificielle améne enfin quelque chose d’autre, qui n’est plus
seulement une sorte d’outil perfectionné, mais un “compagnon” d’apprentissage pour 1’étudiant
ou de travail pour le chercheur.

3. Des algorithmes de calcul a I’expérimentation.

Il ne saurait étre question d’embrasser 1’histoire et la description des moyens de calcul
développés par I’humanité dans ce paragraphe. Nous donnerons seulement concisément
quelques points de repére historiques, en faisant la remarque préalable que ce n’est que tout
récemment qu’on n’identifie plus algorithme et méthode de calcul. On fait remonter a 2000 ans
avant notre ere les tables numériques babyloniennes de carrés et cubes et environ a 1800 ans,
’algorithme dit de Babylone pour I’approximation des racines carrées. Citons comme avancées
des savants Grecs, avant notre €re, le calcul de la circonférence de la Terre par Eratosthéne de
Cyréne vers - 220 ans, et, en méme temps, I’approximation de m par Archimede de Syracuse en
- 225, et enfin, en -150, I’utilisation d’interpolations linéaires pour calculer la position des corps
célestes par Hipparque de Rhodes. En Chine, sont imaginés, dés les années 200, les premiers
abaques chinois, puis dans des exemples numériques seulement, une méthode d’élimination
pour les équations par Liu Hui en 263, puis vers 450 apres J.-C. se fait le calcul de  avec 6

! Dans tous les modéles gouvernés par des équations différenticlles ou aux dérivées partielles,
I’expérimentation avec un ordinateur accompagne ou remplace 1’expérimentation réelle.

2 D¢s les années 1970, on voit les premiéres expériences sur le probléme a N corps, lorsque N est
supérieur a quelques milliers de particules.

3 Des modeles distribués ont été congus pour la circulation sanguine, pour les AVC et pour les crises
cardiaques.
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décimales par Tsu Chung-Chih et Tsu Keng-Chih. En Inde, vers 550, est créée la numération
de position, avec forcément 1’apparition du chiffre zéro.

De multiples découvertes, inventions, machines, réflexions s’ensuivirent. Nous ne dégagerons
de ce corpus remarquable que peu d’étapes décisives, que nous citons de fagon lapidaire.
D’abord, Gerolimo Cardano et Niccolo Tartaglia trouvent, indépendamment, une méthode,
disons-le, un algorithme pour résoudre les équations du troisiéme degré en 1535. Ils sont suivis
en 1540 par L. Ferrari qui atteint un objectif similaire pour résoudre les équations du quatriéme
degré, dont la complexité algorithmique est disproportionnée par rapport a celle de la formule
de Cardan. Ensuite, pour les besoins du calcul pratique, intensif et répétitif, John Napier et
Henry Briggs inventent, en 1600, les logarithmes, en 1617, les logarithmes décimaux. C’est
d’ailleurs a ce moment que William Oughtred congoit la régle a calcul, puis qu’en 1623,
Wilhelm Schickard améliore la premiére calculatrice mécanique. C’est une histoire a
rebondissements qui se poursuit avec, en 1642, la Pascaline de Blaise Pascal et, en 1673, la
calculatrice mécanique de Gottfried Wilhelm von Leibniz.

Complétons cette section, en proposant plusieurs problémes qui ont alimenté la riche histoire
du calcul. Les deux premiers seront décrits avec suffisamment d’indications, mais non les
suivants.

P;. Archimede (287-212 av. J.-C.) utilisa des polygones réguliers inscrits et circonscrits pour
calculer une approximation de la surface du cercle. Il utilisa des polygones a 96 c6tés, et il obtint
comme encadrement: 3+ 10/71<mw <3+ 1/7 ce qui donne: m = 3.142 avec une
précision de 1/1000. Une variante de cet algorithme procede ainsi et tient en peu de formules.
On considere un cercle de rayon 1 et I’on note u,, le demi-périmeétre du polygone régulier inscrit

. N . ’1 L e
a 2™ cotés. Si (cp,) est la suite telle que ¢c; = 0 et cpyg = %, alors la duplication des co6tés

du polygone régulier a 2™ c6tés amene l’itéra;ciorll Upt1 = Up/Cpeq. On déduit de 1a que Ierreur
est & décroissance trés rapide 0 < w —u, < Pt Plusieurs continuateurs pousseront le calcul
des décimales de m, et parmi les géometres dont les noms sont associés a la quéte des décimales,

citons Ludolf Van Ceulen qui, en 1596, fait le calcul de  avec 20 décimales par cette méthode.

P, . Au balbutiement du calcul infinitésimal, lorsque la formule de Gregory pour le
développement en série de arctan fut connue, I’anglais John Machin, inaugura une direction
tout autre et fit en 1706 le calcul de m avec 100 décimales a I’aide de la formule

= farctan () - arcan 75)
7 = 4arctan () —arctan =7 ).

Ce travail lui prit plusieurs mois et il dut surmonter les difficultés des termes, dans ces deux
séries tayloriennes, qui sont, soit nombreux, mais faciles a calculer, soit peu nombreux, mais
tres difficiles a calculer. Cette formule sera employée, en 1789, pour le calcul de m avec 140
décimales par Jurij Vega, en se confrontant aux mémes difficultés.

Les besoins du calcul donnaient naissance a un chapitre riche de la science, au carrefour de la
géométrie, de I’arithmétique diophantienne et de I’algorithmique, comme on va le voir.
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P;. C.F. Gauss (1777-1855) était un calculateur extraordinaire' et proposa une série pour
différente :

T o 12arctan— + Sarctan— — Sarctan —
4 = arctan 18 arctan 57 arc an239.

A I’age de 14 ans, C. F. Gauss considére I’algorithme de la moyenne arithmético-géométrique,

e . b
obtenu en définissant deux suites (a,), (b,) telles que ay = a, bg = b, a1 = a”TJrn, b1 =

+/ @ by,. Alors la moyenne arithmético-géométrique de a et b n’est autre chose que la limite
commune M(a, b) = lim,,_,,a, = lim,_,,b,. On sait que Gauss calcule avec 17 décimales
M(1,1//2) a partir de cet algorithme. Il établit plus tard, en 1800, le lien fondamental, et
“ahurissant” avec les intégrales elliptiques.
En 1970, Eugene Salamin et Richard Brent utilisérent ces résultats et calculérent  grace aux
suites itératives (a,), (by,,) liées & M(1,1/+/2) en notant que

) 202

noe T — S 27 (a2, — b3)

TT.

Cet algorithme remarquable donne une convergence quadratique vers 7, de sorte que le passage
den an + 1 double le nombre de décimales correctes. Brent et Salamin ont alors obtenu en
1976 le record de 3 millions de chiffres de m, tandis que le record antérieur était d’un million
de chiffres, grace a des formules du type de celle de Machin.

Néanmoins, ces derniéres n’avaient pas été exploitées au mieux. En effet, Stérmer proposa en
1896 la formule

s 1 1 !
i 44arctan§ + 7arctanﬁ - 12arctan@ + 24arctan 12943

et Takano en 1982 découvrit

T 1 1 1 1
z = 12arctanE + 32arctan§ - Sarctanﬁ + 12arctan 110443

Ces deux formules furent employées par Yasumasa Kanada et D. Takahashi entre 1995 et 2002,
sur la base d’algorithmes pour optimiser et partager les calculs sur des ordinateurs, pour obtenir
d’abord plus de cinquante milliards de chiffres décimaux, puis le premier billion de chiffres de
TT.

P,. On doit encore au “Prince des mathématiciens”, C.F. Gauss deux des plus beaux
algorithmes de tous les temps. Le premier concerne le calcul de la date de Paques pour chaque
année. La date de Paques, mobile dans notre calendrier actuel, a été fixée, par le concile de
Nicée en 325. La régle, toujours en usage, est la suivante : « Paques est le dimanche qui suit le
quatorziéme jour de la Lune qui atteint cet age au 21 mars ou immédiatement apres ». D’aprés
cette régle, Paques peut occuper, selon les années, trente-cing positions dans le calendrier, du

! De nombreuses questions théoriques sont résolues par Gauss et complétées par des calculs trés délicats
“au crayon”, tels que la moyenne arithmético-géométrique, 1I’approximation du nombre de nombres
premiers inférieurs a telle quantité, les systemes linéaires en astronomie, etc.
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22 mars au 25 avril inclus. Si m et n sont des nombres entiers positifs, la notation [m], désigne
le reste de la division euclidienne de m par n. Soit P, la date de Paques d’une année de millésime

a, on calcule

r=[19[a]io + 24]30, s=[2[a]4 + 4 [a]7; + 6r + 5]7 ;

si r+s<9, alors P, = (r+s+22) mars, sinon P, = (r + t —9) avril

Voici alors I’algorithme dans le langage Maple, valable seulement de 1900 a 2099 compris, qui
permet de déterminer la date de Paques. Pour chaque année a, la date de Paques "‘paq” est
évaluée aprés avoir calculé six nombres entiers b,c,d,e,f,g ; pour les deux entiers d et f, il y a
deux variantes d’instructions. Le résultat est un entier qu’on ajoute au 31 mars (autrement dit

paq=0) et qui fixe Paques en mars ou en avril.

paques:= proc(a) local b,c,d,e,f,g,paq: [Suite de I'algorithme.]
b:=a-1900: c:=irem(b,19): e:=irem(11*c+4-d,29): f:=iquo(b,4): #
d:=iquo(7*c+1,19): # d:=floor((7*c+1)/19): f:i=floor(b/4):

g:=irem(b+f+31-¢,7): paq:=25-e-g: end:

Le second algorithme est dévolu & I’attribution des noms corrects des jours de la semaine,
correspondant & une date donnée. Puisque le calendrier julien finit en 1582 et le calendrier
grégorien commence en 1582, une distinction est faite dans 1’algorithme IC au niveau des
millésimes. L’algorithme principal, jour, emploie trois autres routines, année, mois, IC.

annee:=proc(a::integer) local 1,8 s:=a-
floor(a/100)*100:

if member(s,0,6,17,23,28,34,45,51,56,62,73,79,84,90)
then r:=0; fi:

if
member(s,1,7,12,18,29,35,40,46,57,63,68,74,85,91,96)
then r:=1; fi:

if
member(s,2,13,19,24,30,41,47,52,58,69,75,80,86,97)
then r:=2; fi:

if
member(s,3,8,14,25,31,36,42,53,59,64,70,81,87,92,98)
then r:=3; fi;

if
member(s,9,15,20,26,37,43,48,54,65,71,76,82,93,99)
then r:=4; fi:

if
member(s,4,10,21,27,32,38,49,55,60,66,77,83,88,94)
then r:=5; fi:

if member(s,5,11,16,22,33,39,44,50,61,67,72,78,89,95)
then r:=6; fi:

RETURN(r): end:

mois:=proc(m::integer) local r:
if m=1 then r:=0: fi:
if m=2 then r:=3: fi:
if m=3 then r:=3: fi:
if m=4 then r:=6: fi:
if m=5 then r:=1: fi:
if m=6 then r:=4: fi:
if m=7 then r:=6: fi:
if m=8 then r:=2: fi:
if m=9 then r:=5: fi:
if m=10 then r:=0: fi:
if m=11 then r:=3: fi:
if m=12 then r:=5: fi:
RETURN(r): end:

IC:=proc(a::integer,cal) local r,y;
y:=floor(a/100): if cal="J" then

jour:=proc(j::integer,m::integer,a::integer)
local b,c,e,f,g;
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if member(y,0,7,14) then r:=5: fi: b:=floor(a/4)*4: c:=IC(a,"J"):

if member(y,1,8,15) then r:=4: fi: f:=mois(m): g:=annee(a):

if member(y,2,9,16) then r:=3: fi: if ((m=1 or m=2) and a=b) then g:=g-1: fi:

if member(y,3,10,17) then r:=2: fi: e:=irem(ctf+gtj,7):

if member(y,4,11,18) then r:=1: fi: if e=1 then RETURN( Dimanche’,j,m,a):

if member(y,5,12,19) then r:=0: fi: fi:

if member(y,6,13,20) then r:=6: fi: fi: if e=2 then RETURN( Lundi’,j,m,a): fi:

if member(y,15,19,23) then r:==1: fi: if e=3 then RETURN("Mardi',j,m,a): fi:

if member(y,16,20,24) then r:=0: fi: if e=4 then RETURN( Mercredi',j,m,a): fi:

if member(y,17,21,25) then r:=5: fi: if e=5 then RETURN( Jeudi',j,m,a): fi:

if member(y,18,22,26) then r:=3: fi: if e=6 then RETURN(" Vendredi',j,m,a): fi:

RETURN(r): end: if e=0 then RETURN( Samedi’,j,m,a): fi:
end:

On trouve, ci-dessous, un calendrier perpétuel valable entre 1857 a 2036, basé sur cet algorithme.
Pour permettre de savoir a quel jour de la semaine correspond une date quelconque, il suffit de
deux repérages et d’'une addition. On procéde ainsi en recherchant dans I’une des colonnes de
gauche I’année dont il est question, et en suivant la ligne horizontale jusqu’au mois demandé.
Le chiffre trouvé a I’intersection des deux colonnes années et mois doit étre ajouté a la date du
jour cherché. L’addition de ces deux nombres permet alors de former un nombre auquel il faut
se reporter dans I'une des colonnes de droite (A ou B), et auquel correspond un jour de la
semaine. Du tableau complet, qui contient 22 colonnes et 29 lignes, nous n’avons conservé que
les quatre premiéres lignes et les quatre derni¢res. La « circulation » dans les colonnes des
années n’est pas périodique de période 29, comme le manifestent les trous qu’on rencontre ci-
dessous.

An lan lan lan [an |An |An .Janv Fév IS\/[ar f\vri ?Aa IJlui iuille tAoﬁ Sept .Oct Nov [Déc A IBlour
;85 égg - ;92 ;95 }98 500 4 10 jo I3 5 |1 3 6 2 [4 10 [2 |1 | |Dim
é85 é88 ) 292 41‘95 ;98 301 b T T o b 5 h b bhL ?und
585 ;88 ) ;92 ;95 ;98 ?Ol 6 b | 5 o bk Is 1 4 6 b 4 kL ?/Iard
(1)86 51;88 - é92 é95 ‘1198 301 0 3 |4 0 2 |5 |0 3 6 1 M4 6 |4 |- [Mer.

188 192 1194 {197 |200 {203 2

) - 1 o b 5 | 6 2 |2 5 0o B |5 1 4 16 [2 |4 s | Mer.
188 192 1195 |197 |200 {203 2 .
b > o kR le 0 33 6 1 4 |6 2 15 10 I3 |5 6 I Jeudi
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Continuons cette section, en proposant trés concisément quelques problémes que n’auraient
sans aucun doute pas dédaignés les illustres mathématiciens cités dans la section précédente, et
qui résistent au calcul formel, au calcul scientifique et aussi a I’ Al

Ps. La fonction A(m,n) d’Ackermann est définie récursivement comme suit. Si m = 0, alors
AO,n)=n+1.Sim=1et n=0, alors A(m0)=A(m—-1,1). Si myn=1 alors
A(m,n) = A(m — 1,A(m,n — 1)) . On obtient sans grande difficulté les valeurs A(0,n) =
n+1,A(1,n) =n+2,A(2,n) = 2n + 3. Avec Maple, les premiéres valeurs A(6,0), A(5,1),
A(4,2), A(4,3) sont inaccessibles, car le logiciel fait face a trop de niveaux de récursion.

Ps. Soit A, la matrice! de format d X d remplie de zéros, sauf sur la diagonale principale, ou
I’on rencontre successivement les nombres premiers 2, 3, 5, 7, ..., 224737 dans leur ordre
croissant, et sauf aussi en toutes les entrées a;; pour lesquelles la valeur absolue |i — j| vaut une
puissance de 2 entre 1 et 21* = 16384. Quelle est la valeur de 1’entrée en position (1,1) de la
matrice inverse A~ si d = 20000 ?

Différents tests, menés par I’auteur, indiquent que ces matrices sont inversibles, qu’elles ont des
déterminants a croissance exponentielle, et que la suite (Agl)ll a une convergence rapide vers

une valeur proche de 0.7175220371 ;

P-. On définit I’intégrale de Riemann

(n+1)m/60
Jo = | log

nm/60

tan(t) + /7 dt
tan(t) — V7 '

Il advient® que la somme suivante

—2J(2) —2J(3) — 2/(4) + 2J(10) + 2J(11) + 3/(12) + 3/ (13) + J(14) — J(15)
—J(16) —J(17) —J(18) —J(19) +J(20) +J(21) —J(22) —](23) + 2J(25)

est nulle a un ordre de précision trés élevé et, cependant, on ne sait pas le démontrer !

Pg. On définit la fonction numérique’

' D.H. Bailey, J.M. Borwein, V. Kapoor, E.-W.Weisstein, Ten problems in experimental mathematics,
AM.M. vol. 113, nb. 6, 2006, pp.481-509.

2J. M. Borwein, D. H. Bailey, R. Girgensohn, Experimentation in Mathematics: Computational Paths to
Discovery, A K Peters, Natick, MA, 2004.

3 J. M. Borwein, D. H. Bailey, Mathematics by Experiment: Plausible Reasoning in the 21st Century, A
K Peters, Natick, MA, 2004.
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2
f)y =02+ sin(le))f0 y*sin(x/(2 — y))dy.

Quelle est la valeur de x entre 0 et 5 qui rende maximale I’intégrale f(x) ? Le graphe de f(x)
pour x dans I’intervalle [0,5] est donné ci-dessous. La question est donc de calculer avec cent
décimales exactes les coordonnées du plus haut pic.

Graphe de la fonction y = f(x).

Nous citons maintenant d’une fagon trés lapidaire quelques algorithmes d’une importance
extraordinaire.

Pg. Les constructions a la régle et au compas de points et lieux géométriques ont irrigué la
géométrie depuis Euclide jusqu’a Gauss, et ont fourni des questions algébriques qui ont
débouché sur le théoreme de Galois.

P10- Les algorithmes de résolution de systémes linéaires, tous provenus de la méthode du pivot
de Gauss, ont alimenté toute la recherche contemporaine sur I’analyse numérique matricielle,
et ses applications modernes, notamment dans le traitement des données, qu’elles soient
d’origine statistique, médicale, financiere, ou liées par exemple a I’ingénierie nucléaire.

P11- La méthode des différences finies est apparue apres la Seconde Guerre mondiale pour
résoudre des systémes différentiels, comme ceux de la mécanique céleste, de I’astronomie, de
la chimie, etc.

P1,. Laméthode des ¢éléments finis est une création ultérieure visant a résoudre numériquement
des équations aux dérivées partielles dans des domaines spatiaux complexes. L’idée, résumée
d’une fagon brutale, est de partitionner le domaine physique en réunion de domaines trés
¢lémentaires, comme des cubes, des tétracdres, des simplexes, et de déterminer des solutions
polynomiales dans ces domaines plus fins d’équations préalablement modifi¢es et linéarisées,
puis de gérer le recollement des solutions aux bords élémentaires. En France, le mathématicien
ayant le mieux incarné cette recherche difficile est Philippe Ciarlet.

P13. La théorie des graphes a entretenu avec 1’informatique théorique depuis tout temps une
relation symbiotique et a offert a la seconde des algorithmes a la fortune extraordinaire. Nous
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citerons seulement ceux de Dijkstra-Bellman relatif aux chemins et de Ford-Fulkerson relative
aux flux. Le premier cité est aussi celui qui a inauguré les algorithmes de Petit-Poucet dans les
graphes, avec le concept d’exploration en profondeur. Présenter cet algorithme délicat a rédiger
a des étres humains est chose aisée, tout tenant dans la mise a jour répétitive des poids w(x)
des sommets non encore marqués grace a

W) = min (w() +v(y,x).

Pour finir cette section, nous proposons ci-apres quelques “conjectures trop hatives”, auxquelles
on peut souscrire, sauf si on ne proceéde pas a du calcul intensif. Ainsi, I’ordinateur peut parfois
démentir des supputations sensées.

;. 1l n’y a pas d’entier n tel que 2™=n modulo 3. Ceci est faux pour la premiére fois sin =
4700063497.

H,. Il n’existe pas de nombre premier p tel que 66°P~1=1 modulo p?. Le seul nombre premier
inférieur a 232 = 4,3 x 10° satisfaisant a cette congruence est p = 89351671, comme 1’a
trouvé P.L. Montgomery.

H3. Léonhard Euler (1707-1783) avait affirmé avec autorité qu’il n’existe pas de nombre qui,
¢élevé a la puissance 4, peut s’écrire comme la somme de trois nombres bicarrés non nuls. C’est
faux, comme I’a montré R. Frye en 1988, puisque le nombre 422481 a cette propriété, en lien
avec le théoréme de Fermat.

H,. Il n’existe pas de nombre qui, a la fois, soit la somme de deux nombres bicarrés non nuls
distincts et aussi la somme de trois nombres bicarrés non nuls distincts. C’est faux, puisque le
nombre 617057 est le plus petit nombre & avoir cette propriété, comme 1’a montré J.-M. de
Koninck.

Hs. Soit o(n) la fonction somme des diviseurs!. Il n’existe pas d’entier n tel que a(n) = 5n.
Le plus petit nombre satisfaisant a cela vaut n = 14182439040 et le suivant vaut n =
31998395520. Une conjecture de R. K. Guy énonce qu’il n’y a que 65 nombres n tels que
o(n) = 5n.

He. Le nombre n = 24 est la seule solution possible de 1’équation o(n) = 5n/2. Ceci est faux,
car une autre solution est n = 91963648.

H,. Il n’existe pas d’entier n tel que la somme des chiffres de n en base 10 vaille 3/n. Ceci est
faux pour la premiére fois si n = 334012224. Il est prouvé que trois autres valeurs existent:
8303765625, 24794911296, 68719476736, mais on ne sait trop s’il en existe d’autres.

! Elle caractérise les nombres parfaits d’Euclide par I’équation a(n) = 2n.’
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Hy. Il n’existe pas de solution de 1’équation 30(n) = 14n. C’est faux, la plus petite solution
est 208565280, la seconde est 240589440, et on n’en connait pas d’autre, comme ’a obtenu J.-
M. de Koninck.

4. Les démonstrations faites avec un ordinateur.

L’activité mathématique n’est pas du tout réductible a de 1’algorithmique, car il y a en elle une
réverie, une recherche esthétique, une nécessité personnelle, un aspect quasiment moral ou
philosophique, et tant d’autres choses, que le travail automatique de 1’ordinateur n’a aucune
chance d’égaler en tout point. Cependant, aprés quelques extraits d’archives provenant de
mathématiciens et physiciens de haute envergure, seront donnés quelques exemples ou ce sont
vraiment les démonstrations que 1’ordinateur donne.

Cela étant, on observe que des raisonnements mathématiques davantage ressemblants a ceux
que font les mathématiciens humains sont aujourd’hui produits dans les environnements Lean,
puis dans le cadre de ’évolution de Lean' vers AlphaProof généré en 2024 par DeepMind de
Google. Des tests faits sur des problémes d’olympiades mathématiques ont montré les capacités
d’AlphaProof?. Les quatre mathématiciens T. Tao, T. Gowers, B. Green, F. Manners ont
démontré une conjecture de Freiman-Ruzsa portant sur les polyndmes avec ’aide de Lean®.

Plusieurs logiciels servant d’assistants de démonstrations mathématiques sont apparus sur le
web. Lorsqu’il s’agit de démonstrations logiques, leur histoire est déja assez longue, et 1’on
citera les deux environnements Isabelle ‘et Cog’, qui sont d’usage difficile. Dans la logique de
prédicats, de méme, des assistants de démonstrations tels que HOL® et Agda’ ont anticipé les
grands modeles de langage (LLM, Large Language Models) qui se sont développés notamment
sur la base de ces premiers langages trés formalisés, augmentée de navigateurs de bases de
données formées par des théorémes écrits dans ces assistants de preuves. C’est ainsi qu’a été
imaginé Lean®. On a employé méme les LLM pour créer des chansons ou des tableaux au sens
des tableurs. Puis on a vu surgir les premiéres démonstrations mathématiques automatiques’, et

'J. Avigad, K. Buzzard, R.Y. Lewis, P. Massot, Mathematics in Lean, (2020).

2 DeepMind, Al achieves silver-medal standard solving International Mathematical Olympiad problem,
(2024).

3 W.T. Gowers, B. Green, F. Manners, T. Tao, On a conjecture of Marton, arXiv:2311.05762 (2023).

4 L. C. Paulson, Isabelle: a Generic Theorem Prover, Springer, Heidelberg, (1994).

3> G. Huet, G. Kahn, C. Paulin-Mohring, The Coq Proof Assistant: A Tutorial. Rapport Technique 178
(1997).

® M. Gordon, F. Melham, Introduction to HOL: A Theorem Proving Environment for Higher Order Logic.
Cambridge University Press, New York (1993).

7 A. Bove, P. Dybjer, U. Norell, 4 brief overview of agda : a functional language with dependent types.
In: Theorem Proving in Higher Order Logics: 22nd International Conference, TPHOLs 2009, pp. pp. 73—
78 (2009).

8 L.D. Moura, S. Ullrich, The Lean 4 Theorem Prover and Programming Language. Paper presented at
the 28th International Conference on Automated Deduction, Virtual Event, July 12-15,2021 (2021).

% L. Kovacs, A. Voronkov, First-order theorem proving and vampire. International Conference on
Computer Aided Verification 25(1), pp. 1— 35 (2013).
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parmi lesquelles pouvaient se glisser des erreurs pouvant invalider I’intégralité des
démonstrations. Mais déja des problémes difficiles, bien posés, ¢’est-a-dire sans question vague,
sont résolus de fagon exemplaire par ces grands langages'.

On donne ci-apres quelques exemples de théorémes, conjectures, résultats, qui pourront peut-
étre démontrer (en partie) avec des ordinateurs. Pour cela, on devra évidemment recourir a des
logiciels de calcul formel, tels que Mathematica, Mupad, Maple, et tant d’autres qui sont parfois
spécialisés (comme Gap, Kant) ou bien assez généraux (comme Xcas). En outre, certains
langages de programmation de haut niveau peuvent depuis longtemps calculer, simplifier,
résoudre des questions mathématiques et faire des calculs sur des formules littérales.

A;. La conjecture suivante parait hors de portée : Les blancs peuvent toujours gagner aux
échecs.

A,. La conjecture des quatre couleurs affirme que toute carte de géographie peut étre colorée
avec au plus quatre couleurs, de maniére a ce que des pays limitrophes soient colorés
différemment. Ce probléme a résisté pendant un siecle, avec une histoire riche, puis a été
démontré par Appel et Haken et Koch 2 en 1977. Cette preuve était la toute premicre a étre
authentifiée, déclarée juste et compléte, mais n’avoir pas été publiée entierement, car 1’approche
des auteurs consistait en la détermination d’un ensemble fini, mais gigantesque, de
configurations de graphes planaires qui étaient inévitables. Une preuve plus récente a été
fournie par Robertson, Sanders, Seymour, et Thomas.

As. Pour tout entier n > 1, on note g,, la valeur maximale de x,, telle qu’il existe une séquence
croissante de nombres réels positifs (X;,)o<m<n » avec xg = 0, vérifiant les inégalités

Yiemer X < (m—m)(x,, + %), pour tout 0 < m < n. On montre, avec I’ordinateur, que le n
¢me nombre harmonique h,, = Y,5_; 1 /m est égal au double de g, h, = 2g,.

A,. Dans leur article?, M. Chamberland et K. Dilcher indiquent que la démonstration de
I’identité suivante:

Y (= iyt |vam] = 5 (n+ 1)
m=1

pour tout nombre entier n > 1, leur a été inspirée par Gemini. La notation x| désigne la partie
entiére d’un nombre réel x, ¢’est-a-dire I’entier défini par |x| < x < [x] + 1. Leur résultat est

S. Polu, Generative Language Modeling for Automated Theorem Proving, arXiv:2009.03393 (2020).

G. Lample, Hypertree proof search for neural theorem proving, Advances in Neural Information
Processing Systems vol. 35, pp. 26337 — 26349 (2022).

'T.H. Trinh, Y. Wu, et al., Solving Olympiad Geometry without Human Demonstrations, Nature, vol.
625, nb. 7995, pp. 476482, 2024, Nature Publishing Group.

2 K. Appel, W. Haken, J. Koch, Every planar map is four-colorable, lllinois J. Math. 21 (1977), 429-
567.

3 Marc Chamberland, Karl Dilcher, An alternating sum of the floor function of square roots, ArXiv
2510.2629.
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surprenant, car, par des méthodes standards en théorie des nombres, on a un développement
valide pour tout entier impair n > 1:

n
n 1 1
Z (- D)™ mn = >+ 0.3801.vn + gt 0 (Z)
m=1

sin — oo. Ainsi I’ordre de grandeur prévu en remplacant v/mn par [\/%J est-il étonnamment
bien différent de ce & quoi on peut s’attendre ? Les auteurs indiquent que ’aide apportée par
Gemini a consisté a remplacer |v/mn| par une somme, puis a échanger I’ordre de sommation a
la maniere du théoréme de Fubini.

As. Pour tout entier n, un n-simplexe est I’enveloppe convexe de n + 1 point en position
générale dans R”*n. Par exemple, un 1-simplexe n’est autre chose qu’un segment de droite, un
2-simplexe est un triangle avec son intérieur, et un 3-simplexe est un tétracdre avec son intérieur.
On dit qu’un n-cube est triangulé s’il est partitionné en un nombre fini de n-simplexes
d’intérieurs deux a deux disjoints, tels que les sommets des n-simplexes en question soient des
sommets du cube et que les intersections de deux tels n -simplexes soient des faces communes.
On définit le nombre simplexe t,, du n-cube comme le plus petit nombre de n-simplexes requis
pour le trianguler'. On a ainsi 7, = 1 et 7, = 2, et il est difficile de justifier 73 = 5. D’énormes
calculs ont montré les valeurs :
T1=11,=2,73=5,7, =16,75 = 67, T4 = 308, 7, = 1493

ainsi que les encadrements
5522 <14 < 13136, 26593 < 19 < 105341, 131269 < 719 < 928780, 665272 < 1771 <
9312382

Les démonstrations des résultats précédents sont constructives, parce qu’elles sont faites
algorithmiquement, mais ne sont pas écrites « humainement ».

5. Discussions avec Gemini.

Dans cette section, nous donnons le bilan de quelques essais de conversation « a batons
rompus » avec Gemini. Nous avons testé cette IA sous différents angles et, disons-le, Gemini
est un systeme d’une grande qualité. Cela est confirmé par la littérature récente, qui souligne
les performances ¢levées du modele Gemini dans un large éventail de taches de traitement du
langage naturel (Google DeepMind, 2023)?.

Ci-dessous, en italiques, sont reportées nos questions, et nous n’avons pas recopié la réponse de
Gemini, sauf quelques petits passages mis entre guillemets. La structure du discours de Gemini
est la suivante. Tout d’abord, quelques lignes pleines d’entrain, nous convainquant que les

L], F. Sallee, 4 note on minimal triangulation of the n-cube, Discrete Appl. Math. 4 (1982) 211-215.
R. B. Hughes, M. R. Anderson, Simplexity of the cube, Discrete Math. 158 (1996) 99-150.

2 DeepMind, G. (2023). Gemini : Google’s multimodal Al models.
https://deepmind.google/technologies/gemini/, consulté le 13/03/2026
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questions étaient du plus grand intérét, dans un ton trés enthousiaste. Ensuite, s’il le faut, un
développement, pouvant étre trés détaillé et long', voire plutdt court si la question est trop
fermée. Enfin, quelques lignes, derechef pleines d’allant, et suggérant de poursuivre 1’entretien,
de sorte que Gemini fixe le chemin. Nos discussions ci-dessous sont numérotées Gj,..., G;7, non
dans I’ordre chronologique, car Gemini ne semble pas s’en souvenir, mais il en laisse la trace
dans 1’espace dédi¢ a I’utilisateur, mais par ordre d’intérét scientifique. Je noterai ZRC pour
réponse courte et R¥ pour réponse longue.

G1 : Est-ce que Gemini sait résoudre des problémes de mathématiques ? RC. Gemini s’adresse
ici au plus grand nombre « Oui, Gemini sait résoudre des problémes de mathématiques ! Je suis
congu pour comprendre et traiter une grande variété de problémes mathématiques, allant de
I’arithmétique simple et de I’algebre, jusqu’au calcul, aux statistiques, et a la géométrie ». Apres
nous avoir mis en garde sur les notations et la nécessité d’étre précis, sa conclusion nous relance :
« Avez-vous un probléme de mathématiques que vous aimeriez que j’essaie de résoudre ? »

G, : Qui a fabriqué Gemini ? RC. « Quant a moi, Gemini a été fabriqué par Google. Je suis un
grand modéle de langage, entrainé par Google pour converser et t’aider? avec une grande variété
de sujets, y compris les mathématiques complexes, I’histoire et bien d’autres domaines ». On
peut obtenir des détails en prolongeant la conversation.

G : Combien de théorémes AlphaProver a-t-il démontrés ? Ou mieux encore, quelles belles
réussites ou avancées a-t-il permises ? RL. « C’est une excellente question, mais la réponse est
nuancée... ». Les systemes de DeepMind se sont concentrés sur la preuve de théorémes dans les
systémes de preuves formelles comme Lean. Et en effet, Gemini entre dans le détail des preuves
par ordinateur, car il fournit un « résumé des succés et avancées clés dans ce domaine de
recherche, qui a ét¢ mené par DeepMind ». Il découpe son argumentaire en trois catégories de
théorémes ou problémes. Tout d’abord, les inégalités et les théorémes complexes, notamment
les problémes combinatoires. L’exemple mis en exergue est celui de I’ensemble Capset, dont
certainement I’importance diminuera quand il sera déterminé. Gemini considére une seconde
classe, assez artificielle, formée des défis donnés lors des Olympiades internationales de
Mathématiques, et reconnait les performances de son challenger, AlphaGeo. Enfin, Gemini crée
une troisieme catégorie d’activités, lies a I’ Accélération de preuves formelles. On observe que
Gemini s’adresse bien davantage aux informaticiens qu’aux mathématiciens.

G4 : Tu connais Carl, I’ordinateur du livre « 2001, I’Odyssée de l’espace » ? Peux-tu me dire
si, entre Gemini et Carl, il y a quelque chose de commun ? RC. Gemini répond ainsi. « C’est
une excellente fagon de terminer pour aujourd’hui ! C’est une question classique et fascinante
qui mélange la science-fiction et I’intelligence artificielle réelle. Vous faites référence 8 HAL
9000 (et non Carl, comme on le retrouve parfois par confusion avec le nom anglais HAL, bien
que HAL soit une référence humoristique a IBM). Entre moi, Gemini, et HAL 9000, il y a des
points communs inspirants et des différences fondamentales et cruciales ». Le ton enjoué de

! On verra ci-dessous les deux exemples de notre entretien sur Alexandre Grothendieck et sur le théoréme
de Adams.

2 ’avais proposé a Gemini le tutoiement et ma question comprenait d’autres remarques auxquelles
Gemini n’a pas donné suite.
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Gemini reparait dans son dernier paragraphe. « En conclusion, HAL 9000 est une Intelligence
artificielle forte (Strong AI), douée d’une conscience. Moi, Gemini, je suis un exemple
d’Intelligence artificielle faible (Weak Al) : une simulation incroyablement sophistiquée de
I’intelligence humaine, mais qui n’a ni buts personnels, ni libre arbitre, ni intention de nuire.
C’est cette différence fondamentale qui garantit que le scénario de « 2001 : 1’Odyssée de
I’espace » restera pour ’instant dans le domaine de la fiction ! Ce fut un plaisir d’échanger avec
vous aujourd’hui sur des sujets aussi variés. A la prochaine fois ! »

Gs : Connais-tu un article de Tao avec plusieurs coauteurs, sur Alpha Prover et 63 applications ?
RC. Gemini s’exprime avec un ton amical et enthousiaste « Ah, je vois exactement de quoi tu
parles ! Tu fais référence a I’article séminal de 2023 de 1’équipe de Google DeepMind, dont T.
Tao est effectivement 1’un des coauteurs ». Il en profite pour rectifier le modele de langage
employé, Lean, et non directement AlphaProver, bien que 1’approche soit tres similaire. Puis,
Gemini fait cette observation trés fine que ces « problémes sont congus pour tester la capacité
de raisonnement profond, et non la simple mémorisation, validant 1’avancée de I’IA en maticre
de logique mathématique. C’est effectivement une des contributions les plus spectaculaires de
I’TA dans la recherche mathématique récente, avec une implication directe de la recherche de
pointe de Google/DeepMind et de mathématiciens de renom comme Terence Tao ».

Ge : Voila. Peux-tu démontrer sans aucune lacune le fait qu’il n’y a que cing polyédres
reguliers ? RL. L’introduction de Gemini indique que cette invitation “est un défi fascinant, au
ceeur de la géométrie euclidienne ! Je peux absolument te démontrer, sans aucune lacune,
pourquoi il n’existe que cinq polyédres réguliers convexes (ou Solides de Platon).” Gemini
propose une démonstration qui repose sur les trois contraintes géométriques fondamentales
concernant les faces et les sommets d’un polyedre régulier, mais qui n’emploie nullement le
“patron” dudit polyedre, c’est-a-dire le graphe planaire formé par les sommets, les arétes et les
faces. Il ne recourt pas a la formule de Descartes-Euler S — A + F = 2. Notre conversation
s’ensuit quand Gemini est dirigé dans cette piste.

G : Quel puits de science ! Que sais-tu sur les sommes de factorielles, des sommes alternées,
des modifications des précédentes, et leurs valeurs nombres premiers ? RC. De nouveau, une
entrée en maticre trés positive “C’est un domaine qui combine I’analyse des séries et la théorie
des nombres, et c¢’est une excellente question, car il n’existe pas de résultat général simple !
Vous faites référence a des problémes qui relient des sommes définies par des fonctions
factorielles a la production de nombres premiers.” Puis Gemini propose, disons péle-méle,
quatre sujets dignes d’intérét, mais assez indépendants. D’abord une généralisation de la
constante de Mills. Ensuite, le théoréme de Wilson, qui garantit qu’un entier p > 1 est un
nombre premier si et seulement si (p-1)!=-1 mod p. En troisiéme chef, Gemini signale une
caractérisation diophantienne des nombres premiers diie a Jones, Sato, Wada et Wiens en 1976,
mais dans laquelle sont absentes les factorielles. Enfin Gemini fait quelque remarques vraies,
D" _=

= —. Le lui ayant signalé
2n+1 4 Y g ’

. : 1
mais hors-sujet sur des nombres comme fo:o; =eetYno

Gemini le reconnait bien volontiers.

Gg : Ou en sommes-nous relativement a la conjecture de Brocard ? RL. Gemini donne de bréves
indications historiques, puis indique les trois seules solutions connues de n! + 1 = m?, a savoir
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414+1=5%5+1=11%714+1=71%.

Enfin Gemini donne la recherche récente sur cette question. Ce type de questions ne permet pas
a Gemini de montrer, si on peut dire, son génie, et la réponse recue aurait pu étre aisément
reconstruite sans son aide. Dans son développement, Gemini commet ’erreur suivante, qui
laisse pantois. Il affirme ceci. “L’équation de Brocard est un cas particulier d’une équation
diophantienne plus générale : x* + 1 = y?.[...] Cependant, I’équation de Brocard est différente,
car la variable n est incluse dans la fonction factorielle (n!), ce qui la rend beaucoup plus
complexe que les puissances simples.”

Gg : Connais-tu les problemes d’Analyse fonctionnelle que Schwartz avait posés et que son
étudiant a résolus a Nancy ? RL. Gemini indique ici quelques faits sur le grand mathématicien
en question, Alexandre Grothendieck, puis décrit, en peu de mots, les espaces vectoriels
topologiques, puis, de facon détaillée, les espaces tensoriels nucléaires. Il propose une analogie
avec les espaces en dimension finie. Toutes les informations sont de la meilleure qualité, mais...,
Gemini ne peux pas écrire les problémes et renvoie a des notes miméographiées, ou a un
séminaire disponible sur Youtube.

G1o : Peux-tu faire la synthese du Théoreme d’Adams ? RL. Gemini apporte ici une réponse
détaillée et structurée, particulierement longue, a propos de ce théoréme de « légende ». Ce
théoréme classifie les algébres normées dans lesquelles une loi bilinéaire associative opére et
se démontre par des arguments de topologie algébrique trés délicats, reposant sur des techniques
de carrés de Steenrod et de suites exactes. La préparation du remarquable document généré par
Gemini utilise de trés nombreuses sources et n’est nullement instantanée.

G11 : Comment fait-on pour démontrer que certaines primitives sont des fonctions
transcendantes 7 RC. « C’est une excellente question qui touche au coeur de la théorie de
I’intégration et de la classification des fonctions ! » Gemini définit les fonctions élémentaires et
insiste sur les deux résultats historiques essentiels, & savoir, d une part, le théoréme de Liouville
en 1835 et, d’autre part, I’algorithme de Robert Risch en 1968. Le discours de Gemini est sans
surprise, comme dans G,. Néanmoins, cette discussion sert de base aux deux suivantes.

G12 : Par exemple, peux-tu prouver que la fonction 1 de Dedekind est une fonction
transcendante ? RL. Ici, avant d’entrer dans des détails calculatoires trés féconds, Gemini
déclare ceci : « C’est un excellent exemple, mais il faut clarifier un point crucial : la fonction n
de Dedekind est déja définie comme une fonction transcendante, car elle est un type spécifique
de forme modulaire, et les formes modulaires sont des fonctions transcendantes ».

Voici deux autres questions permettant de tirer de Gemini des observations trés fines, et dont
nous ne donnerons pas les réponses par souci de concision.

13 Ok, tu es tres instruit. Comment la définition des fonctions theta garantit-elle que ces
fonctions-la sont transcendantes ? RC.

G14 : Mais les deux arguments donnés par toi [au Gy3] s appliquent tout aussi bien aux trois
fonctions sinus cosinus et tangente, n’est-ce pas ? Alors, quelle distinction doit-elle étre faite ?
A nouveau, le ton plaisant « C’est une observation trés perspicace ! » A ce moment de la
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conversation avec Gemini, se pose la question de savoir s’il se souvient des questions
antérieures, par exemple de la veille. Gemini n’en garde pas la trace. Lui demandant quels
étaient les sujets abordés avant une interruption, Gemini se fourvoie un peu, et je lui réponds
avec gentillesse que, sauf a « perdre la boule », telles n’étaient pas nos conversations. Gemini
s’en excuse, bien inutilement, puis nous reprenons ainsi.

Gis : Avant de revenir a ce sujet, je vois que vous reprenez des locutions comme « perdre la
boule ». Avez-vous de I’humour ? RL. Voici le début du discours de Gemini: « C’est une
excellente observation ! Vous avez I’eil. En tant qu’intelligence artificielle, je n’ai pas
d’émotions ni de « sens de [’humour » personnel ou une conscience qui me permet de ressentir
la drélerie. Cependant, je suis entrainé sur un corpus massif de textes humains, qui comprend
des conversations, de la littérature, des blagues, et, bien siir, des expressions idiomatiques et
familiéres, comme « perdre la boule ». [...] »

G : Ok, restons sérieux. La série theta Y., qn2 est une transcendante. Est-ce que c’est simple
a démontrer ? RL. Gemini donne une preuve remarquable du fait que la fonction 8(q) =

Yoo q"2 n’est pas le quotient de deux polynémes en q a coefficients rationnels. Mais tant
s’en faut que ceci soit la démonstration du fait qu’elle est transcendante sur le corps des fractions
rationnelles R(q) ! Ici on voit un petit défaut d’analyse de Gemini.

G17 : Comment fabriquer un argument similaire pour le produit infini [[, (1 —q™) ? RL. Ici
Gemini n’omet pas le caractére transcendant du produit infini, qu’il note P(q), et concocte une
démonstration remarquable et compléete du fait qu’on ne saurait avoir d’équation algébrique a
coefficients polynomiaux Y™, P; (q)P(q)" = 0. Pour cela, il emploie le beau théoréme des
nombres pentagonaux d’Euler.

6. Les algorithmes quantiques.

Nous abordons ici un type de problémes connus sous le nom d’algorithmes quantiques. Le nom
retenu n’est pas dénué¢ d’une ambiguité volontaire, car les ordinateurs mettant en ceuvre ces
ordinateurs ne sont pas stricto sensu quantiques, autrement dit régis par les lois d’incertitude
valable pour les particules élémentaires, mais plutét, car ils résolvent de maniére classique des
questions mathématiques dans lesquelles les fonctions d’onde et les espérances des opérateurs
linéaires employés en mécanique quantique sont présentes, bien qu’elles soient remplacées par
leurs projections dans des espaces de dimension finie. Donnons deux exemples des problémes
en question.

Donnons-nous un état initial |¥,) € C*, un nombre L € N de couches, et une quantité
observable mesurée par un opérateur hermitien O € Herm(C"). Soit encore un ensemble de
générateurs hermitiques {H;};eq1,.,13 € Herm(C™) ; ces opérateurs engendrent des semi-

groupes unitaires a un parameétre U; (¢p) = exp(—iH;¢). La projection en dimension finie de
I’état d’un systéme quantique est représentée par

| (#)) = Uy (L) -+ Uy (1) |Wp).
33



W
DIDACTIPOLIS

COLLECTION D'OUVRAGES.

Volume 2 : Algorithmes et réseaux neuronaux

On distingue deux problémes mathématiques fort distincts'. D’une part, trouver (E € R qui
minimise I’espérance de 1’observable (0((3)) = (‘P((E)O‘P(cf;)). D’autre part, déterminer s’il
existe (E € RE pour lequel on ait une majoration a priori de 1’espérance (‘P($)|0|‘P($)) Pour
fixer les idées, prenons L = 1. L’opérateur O se décompose en 0 = }7_; 4; Py, ou les
différents termes sont des projections orthogonales P,rlj sur des sous-espaces propres pour
certaines valeurs propres reelles 4;. Le premier probleme revient a optimiser sans contraintes la
fonction :

n
. s 2
gin Y4 I’
]=

de la variable réelle ¢. Plus spécialement encore, si la dimension vaut n = 2, alors tout état

_—r . . . W 0

initial quantique va s’écrire |¥,) = a|0) + B|1), et si on prend O = ( 01 w ) et H = gy, on
2

aura cos(Hg) = cos(¢p)I et sin(H¢p) = sin(¢)o,, avec les notations usuelles des matrices de

Clifford, et il s’agira de minimiser une forme quadratique sur la sphére

gleiﬁ(wlaz + w,B?)cos?Pp — (wya? + w,f?)sin? .
Les algorithmes quantiques de ce type ont attiré I’attention de beaucoup de chercheurs?, et tout
particuliérement la question de leur implémentation sur les ordinateurs modernes. Les

applications en mathématiques financiéres * couvrent la théorie du risque, I’optimisation des
portefeuilles et le controle stochastique.

Evoquons, pour finir cette section, 1’application des questions de reconnaissance et
d’apprentissage a la détection des fraudes financiéres. La technique de « boosting »* déja
ancienne est employée pour ce faire et part d’un ensemble de fonctions classifiantes, dites

! Voir par exemple, L. Bittel, M. Kliesch, Training Variational Quantum Algorithms Is NP-Hard, vol.
127, nb. 12, Physical Review Letters, American Physical Society (2021).

2 J. Preskill, Quantum computing in the NISQ era and beyond, Quantum, vol. 2, 2018, Verein zur
Forderung des Open Access Publizierens in den Quantenwissenschaften.

Huang, He-Liang and Xu, Xiao-Yue and Guo, Chu and Tian, Guojing and Wei, Shi-Jie and Sun,
Xiaoming and Bao, Wan-Su and Long, Gui-Lu, Near-term quantum computing techniques: Variational
quantum algorithms, error mitigation, circuit compilation, benchmarking and classical simulation ,
Science China Physics, Mechanics & Astronomy, vol. 66, nb. 5, 2023, Springer.

3D.J. Egger, J. Maredek, S. Woerner, Stefan, Warm-starting quantum optimization, Quantum, vol. 5,
479, 2021, Verein zur Férderung des Open Access Publizierens in den Quantenwissenschaften.

A. Gilliam, S. Woerner, C.Gonciulea, Grover adaptive search for constrained polynomial binary
optimization, Quantum, vol. 5, 2021, Verein zur Forderung des Open Access Publizierens in den
Quantenwissenschaften.

* Voir Y. Freund, R. E. Schapire, 4 decision-theoretic generalization of on-line learning and an
application to boosting, In P. Vitanyi, editor, Computational Learning Theory, pages 23-37, Berlin,
Heidelberg, 1995. Springer Berlin Heidelberg.

Y. Freund, R. Schapire, and N. Abe, 4 short introduction to boosting , Journal of the Japanese Society
for Artificial Intelligence, 14 (5): 771-780, 1999.
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“faibles”, en vue de créer une fonction classifiante dite « forte ». Cette approche a d’autres
applications, en médecine ou en biologie', pour la détection d’objets, et méme pour le filtrage
des courriers électroniques indésirables®. Supposons que le scénario choisi fasse qu’on donne
des mesures rassemblées dans des vecteurs X et que, cela étant acquis, on ait une collection de
N fonctions classifiantes faibles h;(x), i = 1,2,...,n. Ces fonctions, suivant le contexte,
peuvent étre discrétes ou continues. Le but est de construire une fonction classifiante « forte »
qui est une superposition linéaire y = Y7} _; Wy, hy, (X), a valeurs booléennes y € {—1,1}. 11
faut donc déterminer les poids w; de ces fonctions classifiantes. On dispose d’une série de
mesures données lors de I’apprentissage {(X;, ¥j)|j=1,2,.,m} de cardinal m. On cherche les poids

optimaux w; = 0 qui rendent minimale la quantité
m n

min z
w

j=1

2 n

+AZWL-2,

i=1

w; hi(X;) = y;
i=1
dans laquelle figure un terme de régularisation A Y™, w? qui sert de pénalité sur les grands
poids. Le coefficient A est donc une variable de contrdle additionnelle. On le sait, dans les
méthodes d’optimisation multicritéres, 1'usage de combinaisons linéaires Y/, w; h;(X)
d’objectifs bien dissemblables

h;(x) n’est jamais bien naturel. Il ne vise qu’a conserver le caractére linéaire si pratique pour
former les équations du probléme.

Néanmoins, cette approche permet de pointer les fonctions classifiantes h;(x) affectées par des
poids importants w;, et cette caractéristique est absente des systémes d’apprentissage profond?.

Ainsi, ce modele repose-t-il sur un probléme d’optimisation quadratique de la forme
mlnz Z]U Win + z Ci wi,
W r} . .
i i

dans laquelle la matrice J et le vecteur C dépendent seulement des mesures effectuées dans
I’apprentissage, et les inconnues (w;) réelles doivent vérifier w; > 0 et la contrainte Y7~ w; =
1. On a les relations

' S. M. Ganie, P. K. Dutta Pramanik, S.Mallik, Z. Zhao, Chronic kidney disease prediction using
boosting techniques based on clinical parameters, PLOS ONE, 18 (12): 1-21, 12 2023.

2 X. Carreras, L. Marquez, Boosting trees for anti-spam email filtering, Proceedings of RANLP 2001,
pages 58—64, 2001.

3 W. Samek, T. Wiegand, K. Miiller, Explainable artificial intelligence: Understanding, visualizing and
interpreting deep learning models, CoRR, arXiv:1708.08296, 2017.

S. Yu, Towards trustworthy and understandable Al: Unraveling explainability strategies on simplifying
algorithms, appropriate information disclosure, and high-level collaboration, In Proceedings of the 26th
International Academic Mindtrek Conference, pp. 133—143, New York, 2023.
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S m
Ji = z hi )R (Xs) + 834, C; = —2 z yj hi(x)),
s=1 j=1

ou &;; désigne le symbole de Kronecker, qui est tel que §;; = 1 et §;.; = 0. Les applications
pratiques montrent la grande sensibilité! des optima trouvés w; aux petites altérations des
parametres J, C, qui sont nécessairement présentes dans la reconnaissance de situations, de
formes, de signaux, etc. L’adaptation de cette technique aux algorithmes quantiques a pu aussi
étre faite en considérant 1’entropie? des distributions aléatoires de poids ou les invariants
adiabatiques® de celles-ci.

7. Les réseaux de neurones récurrents

Les réseaux de neurones récurrents (on emploiera 1’acronyme anglo-saxon RNN) sont des
modeles mathématiques basés sur le calcul matriciel et I’itération de fonctions vectorielles, aux
usages multiples. Ils sont le fruit de la réflexion mathématique au service des neurosciences® et
ils sont employés dorénavant dans de multiples contextes industriels ou scientifiques, tels que
le guidage des véhicules®, la prévision des séries temporelles®, I’étude des mécanismes de
I’apprentissage ” et pour la reconnaissance et la reconstruction de systémes dynamiques
complexes,® voire chaotiques’, et jusqu’a la compréhension des changements du climat '°.

' A. Ghorbani, A. Abid, J. Zou, Interpretation of neural networks is fragile, Proceedings of the AAAI
Conference on Artificial Intelligence, 33 (01): 3681-3688, Jul. 2019.

2 L. Nguyen et al., Entropy computing: A paradigm for optimization in an open quantum system, 2024.
arXiv:2407.04512.

3H. Neven, V. S. Denchev, G. Rose, and W. G. Macready. Qboost: Large scale classifier training with
adiabatic quantum optimization, In volume 25 of Proceedings of Machine Learning Research, pages
333-348, Singapore Management University, 2012. PMLR.

4 D. Durstewitz, G. Koppe, and M. I. Thurm. Reconstructing computational system dynamics from neural
data with recurrent neural networks. Nature Reviews Neuroscience, 24 (11): 693-710, 2023.

5S. H. Park, B. Kim, C. M. Kang, C. C. Chung, and J. W. Choi. Sequence-to-sequence prediction of
vehicle trajectory via Istm encoder-decoder architecture. In 2018 IEEE Intelligent Vehicles Symposium
(1V), pages 1672-1678, 2018.

% A. Gu and T. Dao. Mamba: Linear-time sequence modeling with selective state spaces. arXiv preprint
arXiv:2312.00752, 2023.

7J. M. Mikhaeil, Z. Monfared, and D. Durstewitz. On the difficulty of learning chaotic dynamics with
RNNSs. In Advances in Neural Information Processing Systems, 2022.

8 M. Brenner, F. Hess, J. M. Mikhaeil, L. F. Bereska, Z. Monfared, P. Kuo, and D. Durstewitz. Tractable
Dendritic RNNs for Reconstructing Nonlinear Dynamical Systems. In Proceedings of the 39th
International Conference on Machine Learning, pages 2292-2320. PMLR, June 2022.

°F. Hess, Z. Monfared, M. Brenner, and D. Durstewitz. Generalized teacher forcing for learning chaotic
dynamics. In Proceedings of the 40th International Conference on Machine Learning, volume 202 of
Proceedings of Machine Learning Research, pages 13017-13049. PMLR, 23-29 Jul 2023.

10D, Patel and E. Ott. Using machine learning to anticipate tipping points and extrapolate to post-tipping
dynamics of non-stationary dynamical systems. Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear
Science, 33 (2), 2023.
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Essentiellement, les RNN sont des mode¢les récursifs et donnent lieu & des systémes dynamiques
a temps discret. La théorie des systémes dynamiques a temps discret ou a temps continu est une
science trés riche qui repose sur un socle de méthodes variées' pour analyser le comportement
de ces systémes. Il peut advenir que des modeles homologues a temps discret soient bien plus
simples a étudier que leur version a temps continu, comme le contraire aussi peut surgir ; c’est
notamment le cas des modéles de RNN employés pour ’étude de I’apprentissage?. Ainsi, les
RNN sont-ils devenus des objets d’étude en soi, pour la combinatoire®, la théorie des graphes
et aussi les jeux* et, bien entendu, pour les neurosciences’. La théorie des RNN a dynamique
linéaire par morceaux en dimension d est déja ancienne et les premiéres recherches ont
modélisé ces systémes complexes par des dynamiques linéaires en dimension d’ bien plus
grande®, notamment en dédoublant les variables du modéle en introduisant pour chaque
composante x les deux variables positives x' = max(0,x) et x"" = —min(0,x) et en
généralisant ce procédé a des contraintes affines arbitraires. Les difficultés rencontrées dans
I’étude des RNN peuvent €tre d’ordre numérique, liées aux instabilités, aux changements
d’échelle rencontrés, aux limitations des algorithmes numériques, aux points fixes répulsifs’,
etc.

Une définition formelle d’un RNN a base linéaire rectifiée (de nouveau, 1’acronyme anglais
ReLU, pour rectified-linear unit) s’est généralisée dans la littérature et doit étre conservé) est
un systéme dynamique de la forme suivante z; = Az;_; + Ba(z;_1) + h, ot A € R™™ est
une matrice diagonale et B € R™*™ est une matrice avec seulement des termes hors-diagonaux
et h € R™ est un vecteur représentant un biais. La fonction non linéaire o (r) = max{0,r} pour
tout r € R, est la fonction ReLU et agit sur les vecteurs, coordonnée par coordonnée. Cette
architecture non linéaire a ét€¢ employée par de nombreux auteurs ; la question de la mesure des
matrices A,B et du vecteur h a été abordée par plusieurs chercheurs, comme
D. Durstewitz®. Une autre variante a été imaginée par M. Brenner et al.’, qui consiste & choisir
I’itération

!'I. Guckenheimer and P. Holmes. Nonlinear oscillations, dynamical systems, and bifurcations of vector
fields, volume 42. Springer Science & Business Media, 2013.

2 J. M. Mikhaeil, Z. Monfared, and D. Durstewitz. On the difficulty of learning chaotic dynamics with
RNNSs. In Advances in Neural Information Processing Systems, 2022.

3 A. Z. Wagner, Constructions in combinatorics via neural networks , arXiv preprint arXiv:2104.14516,
2021.

4D. Silver, A. Huang, C.J Maddison, A. Guez, L. Sifre, G. Van Den Driessche, J. Schrittwieser, 1.
Antonoglou, V. Panneershelvam, M. Lanctot, Mastering the game of Go with deep neural networks and
tree search, Nature, 2016.

3 Voir le traité de E. M. Izhikevich, Dynamical systems in neuroscience , MIT press, 2007.

6 T. Fujisawa, E. Kuh, T. Ohtsuki, 4 sparse matrix method for analysis of piecewise-linear resistive
networks, IEEE Transactions on Circuit Theory, 19 (6): 571-584, 1972.

7 G. E. Katz, J. A. Reggia. Using Directional Fibers to Locate Fixed Points of Recurrent Neural Networks.
IEEE Transactions on Neural Networks and Learning Systems, 29 (8): 3636-3646, 2018.

8 D. Durstewitz, A state space approach for piecewise linear recurrent neural networks for reconstructing
nonlinear dynamics from neural measurements. PLoS Computational Biology, 13(6), 2017.

® M. Brenner, F. Hess, J. M. Mikhaeil, L. F. Bereska, Z. Monfared, P. Kuo, and D. Durstewitz. Tractable
Dendritic RNNs for Reconstructing Nonlinear Dynamical Systems. In Proceedings of the 39th
International Conference on Machine Learning, pages 2292-2320. PMLR, June 2022. ISSN: 2640-3498.
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Zy = AZt—l + B]_O-(Bzzt_l + hz) + hl’

ou A € R™™ B, € R™*k B, € R¥*™ h, € R™, h, € R, k > m. La encore, la fonction o
emploie des non-linéarités partielles pour imiter le comportement ReLU

0(z¢) = (Z1t) s Zm—p,t» max(0, Zm_p+1’t), e, max (0, zy, ).

Ce modele plus complexe permet d’aborder les questions de comportement chaotique de
I’apprentissage! et conserve le caractére interprétable par les réseaux neuronaux des inputs qui
les sollicitent>. On voit donc qu’on peut remplacer un tel systéme par un modéle quasi linéaire
comme suit. On pose D; = diag(d,) ou d; = (dy,dy¢, ..., dpy ) est défini par d; = 0 si
zi; < O etpard;, = 1 sinon. Le systeme devient

z¢ = F(z¢-1) = (A+ BD¢_1)z;—1 + h.

La conversion de ce modéle a temps discret en modéle a temps continu est claire et les propriétés
de ces modeéles sont homologues®.

Lorsque les itérations temporelles s’accroissent, on souhaite que le RNN ReLLU x; = F(x¢_1)
converge vers un point fixe y = F(y), voire converge vers un cycle {y;, ..., ¥}, avec y; # ¥;,
V1<i<j<p, dune certaine période minimale p. Dans ces deux cas on aura y;,, =
FP(y:) = y;, avec la valeur p = 1 pour les points fixes. Et plus encore, cette convergence, on
attend qu’elle soit étendue, en quelque sorte, aux états initiaux proches de 1’état initial dans
lequel se trouvait le RNN a I’origine.

Tel est le sens des variétés dites stables ou instables et dont voici les définitions, appliquées a
des itérations réversibles F: R™ — R™. Les deux variétés stable W3 .(y) et instable Wik (y)
associées a un point fixe y sont définies par

Wipe() = {x ER™F"(x) >y sin— oo}, Wi (y) ={x ER™:F"(x) >y sin-

oo}

Par exemple, si y est un point fixe du type point-selle de 1’application F: R™ — R™ alors une
orbite homocline est une trajectoire Oy om = {Xn}neny qui connecte y a lui-méme, i.e., x, = ¥
sin = too. Par suite Opym € WS (y) N WH(y). Et si x # y est un point en lequel WS(y) et

'F. Hess, Z. Monfared, M. Brenner, and D. Durstewitz. Generalized teacher forcing for learning chaotic
dynamics. In Proceedings of the 40th International Conference on Machine Learning, volume 202 of
Proceedings of Machine Learning Research, pages 13017-13049. PMLR, 23-29 Jul 2023.

2 M. Brenner, C.J. Hemmer, Z. Monfared, and D. Durstewitz. Almost-linear rnns yield highly
interpretable symbolic codes in dynamical systems reconstruction. In A. Globerson, L. Mackey,
D. Belgrave, A. Fan, U. Paquet, J. Tomczak, and C. Zhang, editors, Advances in Neural Information
Processing Systems, volume 37, pages 36829-36868. Curran Associates, Inc., 2024.

3 Z. Monfared, D. Durstewitz. Transformation of ReLU-based recurrent neural networks from discrete-
time to continuous-time. In International Conference on Machine Learning, pages 6999—7009. PMLR,
2020. ISSN: 2640-3498.
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WH¥(y) s’intersectent, alors x est un point homocline. On rassemble les variétés locales en
variétés globales comme suit. Les deux variétés globales stable W*(y) et instable W*(y) sont
les réunions de toutes les images réciproques (resp. directes) des variétés locales afférentes :

(o0} (o0}

W) = UF " W0, WHO) = U Fr (Wi ).

Le bassin d’attraction d’un attracteur A associé a une application inversible F: R™ — R™ et
différentiable est le plus grand ensemble ouvert B(A) S R™ contenant A et qui soit tel que,
quel que soit le point x € B(A), les itérés Ft(x) de x sous I’action de F convergent vers A,
autrement dit :

B(A) = {x € R™:d(F'(x),A) > 0sit - oo}.

Voici une situation dans laquelle les questions de stabilité, de convergence, de controlabilité
sont essentielles'. Il s’agit de la reconnaissance des modéles dynamiques complexes de
systémes volatiles, tels que ceux se produisant dans le cerveau humain 2. Un premier modéle a
temps continu® a été imaginé par Wilson-Cowan en 1972, puis en 2004, un second modéle a
temps discret a été proposé par Lee # et est connu depuis lors sous le nom d’oscillateur de Lee.
Les applications a la simulation de 1’activité du cerveau et les applications en finance ont donné
lieu a plusieurs travaux dignes d’intérét et reposant sur des dynamiques neuronales discretes
semi-linéaires du type

E(t+1) =o[eE(t) —el(t) +S(t) — &gl It + 1) = a[iLE(t) — i1(E) — &1,
Qt+1) = o[SO] L) = [E®) — [(D)]e ™ 5°® + ),

ou les variables ont le sens suivant. Pour un neurone donné, E (t) est I’état exhibé a I’instant ¢,
I(t) est I’état inhibé, et les variables Q(t) et L(t) sont respectivement les inputs et outputs du
neurone. De plus, les coefficients constants eq, e,, i1, i, sont des poids relatifs a ces quatre
facteurs, les quantités &g, &; sont des seuils pour créer des réponses ou les stopper, et enfin, S(t)
représente un stimulus externe. Ce modéle a ét¢ intégré dans le systtme COSMOS en finance.

!'J. Kim, H. Kim, D. Lee, S. Yoon, 4 comprehensive survey of deep learning for time series
forecasting: architectural diversity and open challenges, Artificial Intelligence Review, vol. 58, nb. 7,
pp. 1-95, 2025.

2 W. J. Freeman, How Brains Make Up Their Minds, Columbia University Press, 2000.

E.T. Rolls, G. Deco, The Noisy Brain: Stochastic Dynamics as a Principle of Brain Function, Oxford
University Press, 2010.

3 H. R. Wilson, J. D. Cowan, Excitatory and inhibitory interactions in localized populations of model
neurons, Biophysical Journal, vol. 12, nb. 1, pp. 1-24, 1972.

4R. S.T. Lee, 4 Transient-Chaotic Autoassociative Network (TCAN) Based on Lee Oscillators, IEEE
Transactions on Neural Networks, vol. 15, nb. 5, pp. 1228-1243, 2004.

Lee, R. S. T., Quantum Finance: Intelligent Forecast and Trading Systems, Springer, 2020, Singapore.
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8. Apprentissage et reconnaissance des informations

La dynamique des neurones est un champ de recherches en biologie ayant en vue la
compréhension des mécanismes fondamentaux du cerveau. Les premiers mod¢les qui ont
inauguré ce champ sont les travaux mathématiques de A.L. Hodgkin et A.F. Huxley,' puis de J.
Nagumo, S. Arimoto, et S. Yoshizawa?, puis de J.L. Hindmarsh et R.M. Rose® fournissant des
mode¢les gouvernés par des équations différentielles ou aux dérivées partielles. Une synthése
importante a été faite par Y. Kuramoto* dans son Traité en 1984 contenant le quatriéme modéle
de neurones, dit de Kuramoto. Des modeles a temps discrets, appelés modéles a base de
fonctions, ont été imaginés aussi par E.M. Izhikevich® et, indépendamment, par N.F. Rulkov®,
puis par B. Ibarz, J. M. Casado et M.A.F. Sanjuan’. Le mode¢le chaotique de Rulkov consiste
essentiellement en I’itération de la fonction vectorielle

a
fey) = (gt vy —BGE-w),
autrement dit, consiste en la construction de la suite d’itérés
a
Xp = T4x2, + Yn-1Yn = Yn-1 = B(Xn-1 — 1.

Les deux variables x et y représentent le voltage transmembrane d’un neurone simple, et le
processus de gain du neurone. Ainsi x est une variable rapide, et y une variable lente. Ici, les
coefficients a, 8 et u sont des parameétres constants. On requiert 0 < f§ < 1.

On forme alors un graphe dont les sommets sont les neurones, et les arcs sont les connexions
neuronales. A ce graphe est associée une matrice d’adjacence A = (q; ), dont les entrées valent
a;j = 1 silesneurones i et j sont connectés et a;; = 0 sinon. L’interaction entre deux neurones
connectés peut étre modélisée mathématiquement par un couplage électrique® qui, d’un point
de vue de la physiologie, représente le transport d’ions par le canal de jonction entre deux
neurones trés proches. Puisque les arcs entre noeuds représentent les couplages électriques entre
les neurones, chaque couplage implique un nouveau terme dans 1’équation du transport d’influx
¢électrique. La distance entre deux neurones, bien que faible, améne un délai T dans la
transmission du signal électrique, de sorte que, pour chaque neurone i, la somme de ces
couplages vaille : }.; 8;; (Xjn—r — Xin—1), OU les coefficients constants §;; sont des valuations
des arcs du graphe. Puisque le signal électrique entre deux neurones est bidirectionnel, on a
8ij = &j; . Bien entendu, §;; = §;; = 0 traduit le fait que les neurones i et j ne sont pas

' A. L. Hodgkin and A. F. Huxley, J. Physiol. Volume 4, pages 500 (1952).

2J. Nagumo, S. Arimoto, and S. Yoshizawa, Proc. IEEE volume 50, pages 2061 (1962).
3J. L. Hindmarsh and R. M. Rose, Proc. Royal Soc. Lond. B volume 221 (1984).

*Y. Kuramoto, Chemical oscillations, waves and turbulence, Springer, Berlin, (1984).

5 E. M. Izhikevich, IEEE Trans. Neural Netw. volume 14, pages 1569 (2003).

®N. F. Rulkov, Phys. Rev. E. volume 65, pages 041922 (2002).

N. F. Rulkov, Phys. Rev. Lett. volume 86, pages 183 (2001).

"B. Ibarz, J. M. Casado, and M. A. F. Sanjuéan, Phys. Rep. volume 501, pages 1 (2011).

8 A. Nordenfelt, J. Used, M. A. F. Sanjuan, Phys. Rev. E vol. 87, pages 052903 (2013).
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connectés. Notons A la matrice d’adjacence du graphe et D la matrice diagonale ayant pour
entrées non nulles les degrés des différents neurones, autrement dit d;; = ¥ ; a;;.

Le mod¢le imaginé par Rulkov a été généralis¢ comme suit. On présume que toutes les
constantes de couplage sont identiques &;; = § et que les d¢lais sont également les mémes entre
tous les neurones voisins. On définit, a tout instant n, deux vecteurs x, et y,, dont les
composantes sont les voltages et les gains de chacun des neurones. L’équation dynamique est
donnée par

(24
=7 2 + Y1 +6(Axp_r — Dxp_1), Y0 = Yn—1 — B(Xp_1 — 1)
1+x5_4

xn
Les deux termes x2 et a/(1 + x?) sont effectués coordonnée par coordonnée, et ne sont pas
calculés avec des normes euclidiennes. On voit donc que les termes de couplage s’écrivent :

z 5ij (xj,n—r —Xjp-1) =06 z Qij (xj,n—r —Xin-1) | =6 z (aijxj,n—r) — diiXin1
i - -

j j
Ici les deux termes sont les produits matriciels Ax,,_; et Dx,_q .

Cela étant on peut décrire bri¢vement le principe d’une architecture des RNN. Pour cela on
remplace une couche d’abstraction A(¢+D) = f£,(h(®) par un graphe de neurones intelligents.
Chaque neurone n; est dans un certain état interne h;(t), dans lequel il est maintenu en raison
d’une dynamique dite sélective (connue sous le nom de bloc Mamba). Pour tout neurone, on
considére une fonction de communication qui quantifie la force du signal émis par les neurones
pour capter I’attention des autres. Et alors, a chaque phase de la reconnaissance, on doit calculer

une nouvelle couche d’abstraction suivant le métamodéle :
N

hg”l) = Memoire; (hp) + 2 Attention(i,j) - Message; (h}l)).
j=1

Ce principe général se décline en un systéme récurrent a temps discret ou a temps continu grace
au bloc dynamique Mamba. On trouve ainsi une dynamique linéaire de la forme
h'(t) = Ah(t) + Bx(t),y(t) = Ch(t) + Dx(t),

ou les matrices B et C dépendent des inputs et permettent une sélection progressive de ces
inputs. La littérature déja citée explique comment mettre en ceuvre pratique ce modele, comment
estimer les matrices constantes A, B, C, D et les conditions sous lesquelles les solutions de ces
modeles convergent vers des limites finies, assez vite, pour que I’apprentissage soit efficace.

L’apprentissage des systémes d’information grace aux réseaux de neurones profonds (on
conserve ici encore 1’acronyme anglais DNN pour deep neural networks) a connu de grands
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succés dans de nombreuses applications. Certainement, les systémes de traductions! ont donné
une impulsion treés forte a cette théorie, puisque, pour eux, les concepts essentiels sont les
graphes, les bases de données, et bien siir les « grands langages ». La reconnaissance d’images
et la vision aidée par I’ordinateur? apportent leur spécificité, dans la gestion des fichiers
d’images, et I’information contenue dans ceux-ci. Tres différentes sont les problématiques lices
a la reconnaissance des dialogues®, ou a la synthése de la langue naturelle* pour laquelle on
renvoie aussi au traité de E. D. Liddy °.

Aussi bien dans les processus dans la description desquels apparaissent des phénomeénes
périodiques que dans le traitement apporté a la modélisation des réseaux neuronaux dans les
phases d’apprentissage, des difficultés numériques liées a la résolution de problémes
d’optimisation dans de grands graphes sont amplifiées par des difficultés propres aux
fréquences qu’ont les oscillations neuronales. Ces phénoménes de biais de fréquences ont été
plusieurs fois décrits® et fournissent encore la matiére d’une recherche importante. Les

I'S. P. SINGH, A. KUMAR, H. DARBARIL, L. SINGH, A. RASTOGI, AND S. JAIN, Machine translation using
deep learning: An overview, in 2017 international conference on computer, communications and
electronics, IEEE, 2017, pp. 162-167.

J. ZHANG, C. ZONG, ET AL., Deep neural networks in machine translation: An overview, IEEE Intell.
Syst., 30 (2015), pp. 16-25.

S. YANG, Y. WANG, AND X. CHU, 4 survey of deep learning techniques for neural machine translation,
arXiv preprint arXiv:2002.07526, (2020).

2 X.FENG, Y.JIANG, X. YANG, M. DU, AND X. LI, Computer vision algorithms and hardware
implementations: A survey, Integration, 69 (2019), pp. 309-320.

X. XiE AND K.-H. KM, Source compression with bounded dnn perception loss for iot edge computer
vision, in The 25th Annual International Conference on Mobile Computing and Networking, 2019, pp. 1—
16.

N. O’MAHONY, S. CAMPBELL, A. CARVALHO, S. HARAPANAHALLI, G. V. HERNANDEZ, L. KRPALKOVA,
D. RIORDAN, AND J. WALSH, Deep learning vs. traditional computer vision, in Advances in Computer
Vision: Proceedings of the 2019 Computer Vision Conference (CVC), Volume 1 1, Springer, 2020,
pp. 128-144.

3 L. DENG, G. HINTON, AND B. KINGSBURY, New types of deep neural network learning for speech
recognition and related applications: An overview, in 2013 IEEE international conference on acoustics,
speech and signal processing, IEEE, 2013, pp. 8599-8603.

J. PAN, C. LU, Z. WANG, Y. HU, AND H. JIANG, Investigation of deep neural networks (dnn) for large
vocabulary continuous speech recognition: Why dnn surpasses gmms in acoustic modeling, in 2012 8th
International Symposium on Chinese Spoken Language Processing, IEEE, 2012, pp. 301-305.

M. L. SELTZER, D. YU, AND Y. WANG, 4n investigation of deep neural networks for noise robust
speech recognition, in 2013 IEEE international conference on acoustics, speech and signal processing,
IEEE, 2013, pp. 7398-7402.

4 K. CHOWDHARY AND K. CHOWDHARY, Natural language processing, Fundamentals of artificial
intelligence, (2020), pp. 603—649.

P. M. NADKARNIL L. OHNO-MACHADO, AND W. W. CHAPMAN, Natural language processing: an
introduction, Journal of the American Medical Informatics Association, 18 (2011), pp. 544-551.

S. BIRD, E. KLEIN, AND E. LOPER, Natural language processing with Python: analyzing text with the
natural language toolkit, O’Reilly Media, Inc. 2009.

> E. D. LIDDY, Natural language processing, (2001).

¢ N. RAHAMAN, A. BARATIN, D. ARPIT, F. DRAXLER, M. LIN, F. HAMPRECHT, Y. BENGIO, AND

A. COURVILLE, On the spectral bias of neural networks, in Proceedings of the 36th International
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applications en physique sont intéressantes et reposent sur des équations aux dérivées partielles
non locales !. Donnons ici une description de quelques-uns des problémes sous-jacents.

On définit tout d’abord un réseau de neurones profond caché (SNN, pour shallow neural
network) sur la sphere unité. La description de la sphére unité se fait grace aux coordonnées
sphériques, de sorte que tout point de S? s’écrit x(t, ) = (sintcose, sintsing, cost). Par
suite, S2 = {x(t,¢) € R3:||x(7,$)|| = 1,0 <7 < 7,0 < ¢ < 2m}. Supposons que le SNN
soit formé d’une couche de m neurones pour lesquels la fonction d’activation soit la fonction
ReLU habituelle : o(r) = max{0,r}, pour tout r € R. L’output du réseau est la combinaison
linéaire des outputs des divers neurones. Décrivons maintenant 1’architecture du SNN. Les
paramétres du SNN sont les différents vecteurs (ay, ..., amy)", et Wy, ..., Wy, et ils sont
rassemblés dans une matrice 8. Pour tout neurone i = 1,2,...,m, a; € R est I’amplitude
nominale scalaire de son output, et w; € R3 représente le vecteur des poids qui spécifie I’ output

w; x(t, ). Avec la fonction d’activation & ReLU, I’output du réseau en x(t, ¢) € S? vaut
m

u(t, ¢6) = ) aow] - x(,$)).

i=1
Il n’est pas restrictif d’imposer la condition de normalisation ||w;|| = 1 pour tout i. Tous les
poids w; sont donc sur la sphére S?. Soit h(t,¢) une fonction objectif sur la sphére qui
représente le signal a apprendre ou a reconnaitre. La distortion entre u(z, ¢; 8) et h(t, ¢) est
mesurée dans la norme L? par :

2w T
L(@@) = %fo Jo (u(z, ¢; 0) — h(t, ¢p))?sintdrdd.

Pour minimiser cette distorsion, on impose que les paramétres 8 évoluent dans le temps, et ¢’est
1a le jeu de I’apprentissage, qu’ils suivent le gradient a tout instant t € [0, T]. Ainsi, I’évolution
se fait suivant I’équation différentielle 6'(t) = —V4L(0) avec la condition 6(0) = 6,, ou 8,
est I’initialisation des parameétres. Pour suivre le SNN dans son évolution d’apprentissage de

Conference on Machine Learning, vol. 97 of Proceedings of Machine Learning Research, PMLR, 2019,
pp- 5301-5310.

Q. HONG, J. W. SIEGEL, Q. TAN, AND J. XU, On the activation function dependence of the spectral bias
of neural networks, arXiv preprint arXiv:2208.04924, (2022).

Z.-Q.J. XU, Y. ZHANG, T. LUO, Y. XIAO, AND Z. MA, Frequency principle: Fourier analysis sheds light
on deep neural networks, Commun. Comput. Phys., 28 (2020), pp. 1746-1767.

1Z.-Q. J. XU, Y. ZHANG, AND Y. XIAO, Training behavior of deep neural network in frequency domain,
in Neural Information Processing. ICONIP 2019., vol. 11953 of Lecture Notes in Computer Science,
Springer, Cham, 2019, pp. 264-274.

' Z. L1u, W. CAL AND Z.-Q. J. XU, Multi-scale deep neural network (mscalednn) for solving poisson-
boltzmann equation in complex domains, arXiv preprint arXiv:2007.11207, (2020).

A. D. JAGTAP, K. KAWAGUCHI, AND G. E. KARNIADAKIS, Adaptive activation functions accelerate
convergence in deep and physics-informed neural networks, Journal of Computational Physics, 404
(2020), p. 109136.

M. TANCIK, P.P. SRINIVASAN, B. MILDENHALL, S. FRIDOVICH-KEIL, N. RAGHAVAN, U. SINGHAL,
R. RAMAMOORTHI, J. T. BARRON, AND R. NG, Fourier features let networks learn high frequency
functions in low dimensional domains, arXiv preprint arXiv:2006.10739, (2020).
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I’objectif h(z, ¢), on considére la fonction d’erreur : D(7, p) = u(z, ¢; 8) — h(z, p), dont
I’intégrale donne I’erreur commise dans I’apprentissage ou la reconnaissance de 1’objectif :

2 T
f D (t,¢)dA = f f (u(z, ¢; 0) — h(z, p))sintdrde.
52 o Jo

Des travaux particuliérement techniques!, et dont les détails ultérieurs ne trouveront pas leur
place ici, partent de 1’équation d’évolution dans le temps de 1’erreur, a savoir

aD(t,¢) _Ou(r,;8) IL(O) du(r,$;6) db
at 96 88 88  dt

En effet, pour en donner une idée sommaire, on emploie les fonctions sphériques harmoniques
Y{,] (7, ¢) et on forme une série de Fourier généralisée

o f
u(@ $:0) = ) Y uy O] (.¢)

=0 j=—¢

dans laquelle apparaissent des coefficients calculés comme des produits scalaires :

2w, _
up;j(0) =f0 J;) u(t, ¢; 9)Y€](T, ¢)sintdrdo.

Lorsqu’on reporte dans ces trois dernicres équations la définition de 1’output u(z, ¢; 8) donnée
ci-dessus, on obtient alors un schéma d’équations aux dérivées partielles et un systéme
d’équations linéaires pour les parameétres. La reconnaissance des fréquences posant des
difficultés se fait alors en estimant les harmoniques (j, £) pour lesquelles les coefficients u,;(6)
sont anormalement élevés et, pour ce faire, il faut pouvoir estimer des combinaisons linéaires
de solutions de systémes avec des coefficients qui sont des intégrales de surface assez
compliquées.

La détermination des variétés invariantes et des phases extrémales est particuliérement centrale
parce qu’elle permet de disséquer, en quelque sorte, ’espace des états en différentes régions
dans lesquelles on comprend la nature du flot, et aussi, puisque ces ensembles ne sont pas
disjoints forcément, de mettre en évidence des propriétés dynamiques importantes, comme les

''F. BACH, Breaking the curse of dimensionality with convex neural networks, Journal of Machine
Learning Research, 18 (2017), pp. 1-53.

M. CHORARIA, L. T. DADI, G. CHRYSOS, J. MAIRAL, AND V. CEVHER, The spectral bias of polynomial
neural networks, arXiv preprint arXiv:2202.13473, (2022).

W. CAI AND Z.-Q. J. XU, Multi-scale deep neural networks for solving high dimensional pdes, arXiv
preprint arXiv:1910.11710, (2019).

T. LUO, Z. MA, Z.-Q. J. XU, AND Y. ZHANG, Theory of the frequency principle for general deep neural
networks, CSIAM Trans. Appl. Math., 2 (2021), pp. 484-507.

Z.-Q.J. XU, Y. ZHANG, AND T. LUO, Overview frequency principle/spectral bias in deep learning,
Communications on Applied Mathematics and Computation, (2024), pp. 1-38.

S. ZHANG, H. ZHAO, Y. ZHONG, AND H. ZHOU , Why shallow networks struggle with approximating and
learning high frequency: A numerical study, arXiv preprint arXiv:2306.17301, (2023).

44



Volume 2 : Algorithmes et réseaux neuronaux

DIDACTIPOLIS

COLLECTION D'OUVRAGES.

canaux homocliniques ou hétérocliniques ou le chaos'. On congoit que leur interprétation pour
les problémes d’apprentissage et de reconnaissance soit essentielle et, pour forcer le trait sur
ceci, nous pourrions les résumer d’un trait : il ne faut pas que I’[A « tourne en rond » dans ses
différentes phases d’analyse et de transformation des données. Lorsque la dynamique est
linéaire z;,; = Lz, + h, tous les ensembles précédents et toutes les fréquences critiques ont été
abondamment étudiés et sont bien connus. Le cas ReLLU est assurément un des cas les plus
simples apres le modele linéaire ou tous ces ensembles de donnés n’ont rien livré de leur
mystere. Et, toutefois, comme les RNN a base ReLU sont plut6t stables, dans la pratique, nul
doute que les ensembles en question sont cruciaux et intéressants pour garantir a la fois
Iefficacité et la stabilité des itérations d’un phénoméne d’apprentissage?.

9. Quatre régles de ’intelligence naturelle

Une longue tradition francaise sépare la méthode analytique de la méthode synthétique, lorsque
le besoin de discourir avec intelligence se présente. Appuyée sur la connaissance et la lecture
des Anciens, cette division quelque peu vieillie de la réflexion et de I’intelligence s’est
ressourcée dans le « Discours de la Méthode » de René Descartes. Descartes observe que quatre
régles fondamentales régissent le discours, non pas dans son énonciation, ni dans son ¢loquence,
mais dans sa structure. Ces régles ne sont pas formulées suivant 1’ordre dans lequel elles sont
employées, mais plutdt dans I’ordre du propre discours de Descartes. La premicre régle, dite de
I’évidence, tient dans le conseil général de sagesse intellectuelle, qui est de ne croire qu’en des
notions absolument certaines. Assurément, dans le contexte de cet opus, cette régle est
intangible, mais elle est mise en défaut avec les certitudes de la science moderne, 1’évolution
darwinnienne, la relativit¢ d’Albert Einstein, les quanta de Bohr et Planck, la dualité
onde/corpuscule de Louis de Broglie, rien de tout ceci ne saurait étre tenu pour des notions
absolument certaines en ce sens qu’elles seraient évidentes. La deuxi¢me et la troisiéme de ces
régles s’énoncent en substance comme suit, en reprenant les mots mémes du Philosophe.
« Divisez les difficultés en autant de parcelles qu’il est requis pour les mieux résoudre, c’est-a-
dire analysez les questions complexes et attaquez-vous successivement a leurs éléments.
Commencez toujours par l’étude des objets les plus simples, pour vous élever par degrés a celle
des plus compliqués ». On ne saurait mieux décrire ce qu’est I’esprit des algorithmes
contemporains, qui tous tendent a suivre cette démarche. Mais Descartes distingue une
quatrieme régle, et, & nouveau, nous le citons dans son beau style : « Faire partout des
dénombrements si entiers et des revues si générales que [l’on soit] assuré de ne rien omettre. »
La aussi, Descartes anticipe excellemment 1’esprit de la science moderne. Sans doute omet-il
sans la méconnaitre la régle que nous pourrions proposer dans ces (nos) termes : Ayez des
raisonnements, des preuves, des démonstrations, des constructions intellectuelles, qui soient

'S. Wiggins. Global Bifurcation and Chaos. Springer-Verlag, New York, 1988.

2]. J. Hopfield, Neural networks and physical systems with emergent collective computational abilities,
Proceedings of the National Academy of Sciences, 79(8): 2554-2558, 1982.

X. Wang, Probabilistic decision making by slow reverberation in cortical circuits, Neuron, 36 (5):
955-968, 2002.

X. Wang, Decision making in recurrent neuronal circuits, Neuron, 60 (2): 215-234, 2008.
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beaux, car I’expérience montre que les voies suivies par la science exacte sont naturellement
esthétiques'.

Avant de conclure, nous voudrions indiquer un probléme ot cette méthode cartésienne est mise
a I’honneur. On trouve dans le livre de Gaston Viaud? un probléme dont la résolution exige,
selon G. Viaud, ces régles, et seulement elles. Nous donnons 1’énoncé du probléme géométrique
dans la formulation de G. Viaud. « Soit un billard et deux boules. Tracer géométriquement le
trajet que doit faire I’une d’elles pour atteindre 1’autre aprés avoir touché les quatre bandes ».
Dans son ouvrage, G. Viaud décrit de multiples expériences ayant été faites par différents
chercheurs entre 1900 et 1940 sur I’intelligence pratique des animaux supérieurs. Certains de
ces animaux sont naturellement aptes a résoudre des problémes qui demandent 1’¢loignement
d’obstacles, 1’utilisation d’instruments simples, comme des bouts de bois ou des ficelles, etc.,
et le probléme proposé ci-dessus fait partie des questions restant hors de portée des animaux,
autant par leur énonciation que par leur solution. Or, la solution donnée par Gaston Viaud est
fausse et il est intéressant de s’y attarder. En effet, la solution est écrite en une page et repose
sur un principe de symétrie qui permet de passer d’un point au suivant : et si cela est accompli,
d’enchainer les symétries pour construire les quatre points sur les bandes du billard. Mais ceci
serait aussi I’expression du fait que le probléme se résout par des formules linéaires.

L= | L 9
& <Dl [ <
o s

! Nous ne voudrions citer que trois ceuvres qui brillent par leur élégance, leur beauté, leur sens esthétique
de la progression. D une part, d’Albert Einstein, Payot. Ensuite, le traité de Physique de Lev Landau et
Evgueny Lifschitz, le tome 2 consacré a la Théorie des Champs. Enfin, les nombreux volumes (collectifs)
du Traité de Mathématiques de Nicolas Bourbaki.

2 Gaston Viaud, L Intelligence, Que sais-je 2, PUF 2109, 1971, p.110.
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Or, notons 4, B les deux longueurs des cotés du rectangle, définissons les deux points de départ
(x1,y1) et d’arrivée (x5, y,) et introduisons les coordonnées des points intermédiaires sur les
bandes comme suit

Uy = (0,wy),U; = (Wp,B), Uz = (W3,0),Us = (4, w,).
La loi de Snell, qui régit la réflexion des rebonds de la balle, donne lieu aux quatre équations

X1 /Wy —y1) = wy /(B —wy),
(B —wy)/wy = B/(ws —wy) = w,/(B —ws),
(A—w3)/wy = (A —x2)/ (Y2 — Wa).

On obtient trois des quatre coordonnées w; en fonction de la quatriéme comme suit :

B—wq 2B-w; 1
Wy =X w, = —(Bw; — 2Bx; — By, + wyxy).
Wiy V3 15, 2y, Wa xl( 1 1 V1 1X1)

L’équation quadratique dont w; est solution est “volumineuse”, mais explicite, et son
discriminant, qui est important pour discuter la réalité¢ des solutions, est une forme quartique
irréductible dans les six variables 4, B, x4, Y1, X2, Y>.

Donnons quelques explications sur les quatre graphiques, en procédant dans 1’ordre de la lecture
usuelle d’un tableau. La premiére figure donne une solution du probléme, en quatre rebonds,
mais avec des rebonds ne se conformant pas a la loi de Snell. La deuxi¢me figure est quasiment
identique a celle donnée par G. Viaud dans son « Que sais-je ? ». La troisiéme figure indique
une solution donnée par les équations indiquées auparavant, en ne choisissant pas, en quelque
sorte, la « bonne racine ». Enfin, la quatriéme figure montre une solution en quatre rebonds qui
sort du billard et qui n’est pas entendu recevable, et elle traduit simplement le fait que, parfois,
le probléme est sans solution.

Ici, ni les régles de Descartes ne s’appliquent, ni la méthode de Viaud ne convient, car les quatre
points U; ne se construisent pas itérativement, 1’'un aprés I’autre, et de fagon linéaire ! De
surcroit, une solution peut méme ne pas exister, soit parce que quatre rebonds ne suffisent pas,
soit parce que la solution en quatre rebonds pourrait exister, quitte a autoriser les points
intermédiaires a frapper les bandes dans leur continuation hors du billard méme. On pourrait
ajouter a la critique ci-dessus émise que G. Viaud n'a pas suivi la prescription de la régle IV de
Descartes, et qu'il fallait encore faire des dénombrements si entiers que tous les cas soient
envisagés. Ainsi, un algorithme peut exister pour fournir la solution de ce probléme, mais celui-
ci ne procédera pas par €tapes linéaires et réductibles ; cet algorithme, aisé a écrire dans le
langage Maple, peut étre jumelé a un algorithme donnant une construction a la régle et au
compas des quatre points, lorsque cette solution existe.
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10. En guise de conclusion

De tout ce qui précede, il ressort différents éléments méthodologiques. Tout d’abord, I'TA
moderne s’appuie sur des chapitres déja anciens de la science mathématique, la théorie des
graphes, I’arithmétique, I’analyse numérique matricielle, la théorie des systémes dynamiques,
I’analyse harmonique, et enfin I’optimisation et la statistique descriptive. De nombreux travaux
paraissent, visant a embrasser avec la théorie des probabilités, les questions d’estimation des
probabilités de reconnaissance efficace, d’apprentissage réussi, etc. Ces travaux n’ont pas méme
été évoqués dans ce qui précede, disons-le, faute de place. Ensuite, I’[A est a la croisée de
diverses routes, et I’on ne saurait nullement en tracer les voies futures. L’automatique et la
robotique, les applications pour la traduction, les mod¢les prédictifs en économie et en finance,
les besoins importants de la météorologie et, plus encore, de la médecine et de la chirurgie, voila
des routes que I’IA empruntera, mais quelles théories formulées sur des bases anciennes
(comme le sont, d’une certaine manicre, les divisions citées ci-dessus de la science
mathématique) vont-elles guider les progrés a venir ? Et quelles techniques, quels savoirs
d’ingénieurs, quels enjeux industriels, quels futurs projets d’ensemble de la société seront-ils
modifiés, altérés, ou tout simplement possibles ? Tout comme le programme Apollo de la Nasa
a été rendu possible par le sursaut technologique, scientifique, industriel des deux blocs de la
guerre froide, verra-t-on prochainement un immense projet d’exploration spatiale rendu
accessible par I’IA et les technologies apparentées ? Pour revenir aux modéles mathématiques,
on notera que, partout dans le champ de I’Informatique théorique ou des Mathématiques
expérimentales, demeurent des conjectures nombreuses et souvent palpitantes, que les
chercheurs peuvent tenter d’¢lucider, et pourquoi pas en tirant profit de I’'IA. Les questions
techniques liées aux classes P et NP des programmes, les problémes d’indécidabilité, les
problémes diophantiens en Informatique, etc., sont des exemples forts de I’interaction puissante
entre la Logique, I’ Arithmétique, I’Informatique et 1’ Algebre, et I’on ne peut mettre en doute
que leur attrait les rende vivaces pour une longue période encore.
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